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RESUMEN

El problema de disefio 6ptimo robusto de estructuras es una tarea computacionalmente costosa como
consecuencia del acoplamiento de los procesos de cuantificacion de incertidumbre y de optimizacién.
Para hacer frente a este problema, en este articulo se propone una metodologia, basada en modelos Kri-
ging, para resolver de forma eficiente el problema de cuantificacién de incertidumbre en el proceso de
optimizacién. El modelo Kriging aproxima, de forma simultanea, la respuesta estructural en el dominio
de disefio y en el dominio estocastico, permitiendo desacoplar los procesos de cuantificacién de incerti-
dumbre y de optimizacién. La metodologia propuesta incluye un criterio de actualizacién de los modelos
Kriging basado en la estimacion del error en la prediccién, que mejora la aproximacién en las regiones
cercanas al frente de Pareto. Se han resuelto 3 problemas para mostrar la aplicabilidad y la precisién de
la metodologia propuesta. Los resultados muestran que la metodologia es adecuada para resolver el pro-
blema de disefio 6ptimo robusto con una precisién razonable y un ntimero de evaluaciones del modelo

de simulacién muy inferior al que requieren los métodos convencionales.
© 2013 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espaiia, S.L. Todos los
derechos reservados.
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Robust design optimization using Kriging models: Application to the robust
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ABSTRACT

Conventional methods addressing the robust design optimization problem of structures usually require
high computational requirements due to the nesting of uncertainty quantification within the optimiza-
tion process. In order to address such a problem, this work proposes a methodology, based on Kriging
models, to efficiently assess the uncertainty quantification in the optimization process. The Kriging model
approximates the structural performance both in the design domain and in the stochastic domain, which
allows to decouple the uncertainty quantification process and the optimization process. In addition, an
infill criterion based on the variance of the Kriging prediction is included to update the Kriging model
towards the global Pareto front. Three numerical examples show the applicability and the accuracy of the
proposed methodology. The results show that the proposed method is appropriate to solve the robust
design optimization problem with reasonable accuracy and a considerably lower number of function

calls than required by conventional methods.
© 2013 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espafia, S.L. All rights
reserved.
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1. Introduccién

Tradicionalmente, las incertidumbres en las condiciones de
carga, en las propiedades de los materiales, en la geometria o en
las condiciones de contorno de las estructuras se han incluido en el
proceso de diseflo mediante hipétesis basadas en la experiencia
o en criterios de ingenieria tales como la utilizacién de factores
de seguridad. Utilizando dichas hipétesis se obtiene un modelo
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simplificado, basado en los valores nominales de las variables y de
los parametros de disefio. Sin embargo, las soluciones 6ptimas que
se han alcanzado con este enfoque determinista tienen un com-
portamiento 6ptimo Ginicamente bajo condiciones cercanas a las
fijadas en el proceso de optimizacion, pudiendo deteriorarse en
gran medida cuando las condiciones se alejan de las de disefio.

La necesidad de incorporar las incertidumbres en el proceso de
disefio ha estimulado el interés por la investigacién de procedi-
mientos capaces de proporcionar diseflos mas robustos y fiables.
En la actualidad existen 2 formulaciones que consideran la res-
puesta probabilista de las estructuras en el proceso de disefio
6ptimo: el diseflo 6ptimo basado en fiabilidad (Reliability-Based
Design Optimization, RBDO [1]) y el disefio 6ptimo robusto (Robust
Design Optimization, RDO [2-4]). La primera de ellas consiste en
un problema de optimizacién en que se incluyen los efectos de la
incertidumbre por medio de probabilidades de fallo y de valores
esperados. La segunda trata de determinar un diseflo menos sen-
sible a las incertidumbres de las variables y de los parametros que
intervienen en la respuesta estructural mediante la utilizacién de
indices de robustez.

La principal dificultad parala aplicacién de los actuales métodos
de disefio 6ptimo robusto es el elevado coste computacional, tanto
para evaluar los momentos estadisticos de la respuesta estructu-
ral como para obtener las sensibilidades necesarias para el proceso
de optimizacion. Para abordar este problema, diversos autores pro-
ponen la utilizacién de aproximaciones o metamodelos durante el
proceso de disefio 6ptimo robusto [5-10]. Dellino et al. [9] com-
binaron el método Taguchi de disefio robusto con superficies de
respuesta para acelerar el proceso de cuantificacién de incertidum-
bre. Li y Kang [5] utilizaron modelos Kringing para aproximar los
momentos estadisticos de la respuesta estructural y un algoritmo
derecocido simulado parala bisqueda de un 6ptimo global. Guoqgiy
Daugi [ 10] presentaron una metodologia basada en la utilizacién de
support vector regression para la resolucién del problema de disefio
6ptimo robusto de problemas de alta dimensionalidad. Martinez
y Marti [7] propusieron un procedimiento adaptativo basado en
modelos Kriging para la resolucién del problema de disefio 6ptimo
robusto multiobjetivo. Jin etal. [11] realizaron un estudio de la apli-
cabilidad y la precisién de diferentes técnicas de metamodelos para
la resolucién del problema de optimizacién bajo incertidumbre,
en el que concluyeron que la precisién de los resultados éptimos
dependia en gran medida de la capacidad del metamodelo para
capturar globalmente la respuesta estructural. Beyer y Sendhoff
[12] realizaron una revisiéon del estado de la cuestién del pro-
blema de disefio 6ptimo robusto, en la que pusieron de manifiesto
la importancia de una mayor investigaciéon en nuevas técnicas de
metamodelos que garanticen la precision global de la aproxima-
cién. La dificultad para obtener una aproximacion global precisa
ha estimulado la investigacién en procedimientos adaptativos que
garanticen la obtencién de un disefio 6ptimo global. En este sentido,
autores como Jurecka et al. [8] adaptaron técnicas de optimizacién
dirigidas por metamodelos al campo del disefio 6ptimo robusto.

El objetivo de este articulo es proponer una metodologia para
la resolucién del problema de disefio 6ptimo robusto, que utiliza
modelos Kriging para resolver de forma eficiente el problema de
la cuantificacién de incertidumbre en el proceso de optimizacién. A
diferencia de otros trabajos, en la metodologia propuesta el modelo
Kriging aproxima simultineamente la respuesta estructural en el
dominio de disefio y en el dominio estocastico. El modelo Kri-
ging sustituye al simulador y actia como soporte del proceso de
cuantificacién de incertidumbre y del proceso de optimizacion. Asi-
mismo, esta metodologia incluye un criterio de actualizacién de los
modelos Kriging, basado en la estimacién del error en la predic-
cién, que mejora la aproximacion en las regiones cercanas al frente
de Pareto. La metodologia propuesta permite: 1) evaluar la robus-
tez del disefio utilizando un ntimero reducido de evaluaciones en

comparacién con los procedimientos convencionales, tales como
los métodos de simulacién; 2) desacoplar los procesos de cuantifi-
cacion de incertidumbre y de optimizacién, reduciendo el nimero
de evaluaciones del simulador en comparacién con el enfoque ani-
dado; y 3) mejorar la precision de la aproximacién en las regiones
cercanas a los 6ptimos de Pareto.

2. Metamodelos

Un metamodelo (model of model [13]) se utiliza habitualmente
para sustituir globalmente a un modelo de simulacién que requiere
un alto coste computacional para su evaluacién. Esta aproximacién
puede utilizarse, entre otras aplicaciones, para facilitar el proceso
de optimizacién, explorar el espacio de disefio o llevar a cabo ana-
lisis de fiabilidad. En la literatura especializada existe una gran
variedad de metamodelos, tales como las superficies de respuesta
[14], los modelos Kriging [15,16], las funciones de base radial [17]
o las redes neuronales [15,18]. De entre las diferentes técnicas de
metamodelos, los modelos Kriging [16] han alcanzado una gran
popularidad en los Gltimos afios gracias a su gran flexibilidad para
aproximar respuestas con alto grado de no linealidad [11] y a que
proporcionan informacién estadistica del error cometido en la pre-
diccién [19].

2.1. Modelos Kriging

Los modelos Kriging asumen que el modelo de simulacién puede
ser aproximado por una realizacién de un proceso estocastico
gaussiano G(X) con una media E[G(X)] = f(x)T B y una covarianza
Cov[G(X), G(X')] = a®R(X, X/, ¢), a priori desconocidas. En las expre-
siones anteriores, 8=[fB1, ..., Bp]” es un vector de parametros
desconocidos, f(x)=[f1(x), ..., fp(x)]T es un conjunto conocido de
funciones de x € R (funciones de regresion), o es la varianza
de G(x) y R(x, X/, ¢) es la funcién de correlacién entre x y x'. El
proceso estocastico G(x) representa el conocimiento a priori de la
funcién que aproximar, y por esta razon la seleccién de la funcién
de correlacion debe ser consistente con la informacién conocida de
dicha funcién. El modelo de correlacién mas ampliamente utilizado
es el modelo exponencial anisdtropo generalizado:

n
R(x, X/, §) = exp Z—d)ﬂxi—xg\s , 1<s<2. (1)

i=1

Los parametros B, a2 y ¢ son desconocidos a priori y se han de
determinar a partir de las respuestas del simulador Y = {y1, ..., ¥m}
para un conjunto de disefios X = {Xq, ..., Xn}. Utilizando técnicas
bayesianas, la distribucién posterior de G(x), condicionada a las
observaciones Y = {y1, ..., ¥m}, €s gaussiana [20] con media:

9(x) = E[6x)1V] = fx)"B + r(x)'"R"' (O — Fp), )

y covarianza:

Cov[G(x), GX)IV] = e?(R(x, X/, ) — r(x)' R 'r(x')

+ux) (FRTF) u(x)), (3)

siendo:
u(x) = f(x) - FFR 'r(x), (4a)
B=FR'F)FR Y, (4b)
@ = Ly EB) R~ FB) (40)
Fy=fix), i=1,...m, (4d)
j=1.....p, (4e)
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Rij = R(x;, Xj, §),
ri(x) = R(X, Xi, ¢)7

donde j(x) representa la mejor prediccién del modelo de simula-
cién en el punto x, R es la matriz de covarianza y Cov[G(x), G(X)|)]
es la varianza de la prediccidn, la cual proporciona intervalos de
confianza sobre la prediccién media y(x).

En(2)y(3) B y o2 se obtienen analiticamente y solo dependen
de los parametros de correlacién ¢. En este trabajo los parame-
tros de correlacién se han obtenido resolviendo el problema de
optimizacién [20]:

max (_mlﬂ(a2)2+ ln(|R|)) . (5)

i,j=1,...,m, (4f)
i=1,...,m, (4g)

Las funciones de correlacién y de regresion mas adecuadas
dependen de las caracteristicas de la funcién original, a priori des-
conocida. En este trabajo se han considerado funciones de regresién
del tipo constante, lineal, cuadratica y ciibica, en combinacién con
las funciones de correlacion recogidas en la tabla 1. La mejor com-
binacién de funciones de correlacién y de regresién se selecciona
en base al error cuadratico medio (root mean square error, RMSE) y
al coeficiente de determinacién (R?). Estos indicadores se obtienen
utilizando las respuestas del simulador y(xy) para una muestra de
validacién xy:

my i 5. 2
RMSE = \/Zi=1(y1(xr\1/1) i(xv)) ’ -

) S ixv) - Fi(x0))?
R =1- =50 —, (7)
D it %) = y(xv)

donde y;(xy) y yi(xv) son la componente i-ésima del vector de
respuestas obtenidas con el modelo Kriging y el simulador, res-
pectivamente, y(Xy) es la media de todos los valores obtenidos con
el simulador, y m, es el tamafio de la muestra de validacién. Para no
tener que utilizar muestras de validacién, en este trabajo se estiman
estos indicadores utilizando una medida basada en errores de vali-
dacién cruzada denominada PRESS (prediction error sum of squares)
[21]:

m 5 2
PRESSguvise = \/ 221 Di(%) = §-i(%)) ’ )

m

donde j;(x) es la prediccién para el punto i del modelo Kriging ajus-
tado con la muestrainicial X, y j_;(x) se calcula eliminando el punto
de disefio i de la muestra inicial X, ajustando de nuevo el modelo
Kriging con los puntos restantes y obteniendo la prediccién en el
punto eliminado. Trabajos como los de [22-25] han demostrado
que, cuando el nimero de puntos de la muestra inicial es suficiente,
la estimacién del error cuadratico medio (RMSE) a través del PRESS
es un buen indicador para la seleccién de metamodelos de acuerdo
con la precisién de la aproximacién. En este trabajo se ha utilizado
el PRESSgyse para la seleccion de las funciones de correlacién y de
regresion que proporcionan el mejor ajuste. El PRESSgysg resulta

Tabla 1
Funciones de correlacién
Nombre R(x, X, ¢)
Exponencial exp (Zi] — ¢ilx; — x;.|)

Exponencial-Gaussiana

exp (ZL] - ¢ilx; — X;|s) l=s=2
exp (321, — ilxi — %)

Lineal max(0. 1= gibi ~ )

1-1,58+0,582, & = min(1, ¢l — x|}
1-382 4283, & = min(1, gijx; — x|}

Gaussiana

Esférica

Cubica

un buen indicador para la seleccién de metamodelos; sin embargo,
no resulta un indicador de utilidad para determinar el grado de pre-
cisién global del metamodelo. En este trabajo se ha utilizado una
estimaci6én del RZ mediante errores de validacion cruzada:

S @ix) - §_i(x))?
S (i) - (%))

donde y(x) es la media de las predicciones.

PRESSp; =1 - 9

2.2. Actualizacion de los modelos Kriging

La estimaci6n del coeficiente de determinacion PRESSy, se ha
utilizado como indicador de la precision global del modelo Kriging.
Para valores de PRESS, < 0.98 se actualiza el modelo Kriging con
puntos situados en las zonas de peor ajuste. Los nuevos puntos se
obtienen mediante la resolucién del problema de optimizacién:

max e R" MSE(x), (10a)
X

s.a:|X—Xjl>€, XjedX, (10b)

donde MSE(x) es el error cuadratico medio, que en este trabajo
se toma como la varianza de la prediccién en el punto x definida
en (3). Para evitar problemas de condicionamiento de la matriz
de covarianza R se incluyen las restricciones (10b), que garantizan
que la distancia entre los puntos candidatos para la actualizacién
y los existentes en la muestra actual (x; € X) es superior a un valor
predefinido €.

3. Formulacion del problema de diseiio 6ptimo robusto

El problema de disefio 6ptimo robusto se formula como un pro-
blema de optimizacién multiobjetivo donde las funciones objetivo
son los 2 primeros momentos estadisticos de la respuesta estruc-
tural fxz:

i X), X)}, 11
Qgﬂlg{ﬂf(x,z)( )> Of(x,2)(X)} (11a)
s.a: /'ng(x,z)(x) + lgjodgj(x,z)(x) <0, (11b)
Ohy(x,2)(X) < OF (11c)
xinf < x < x5UP (11d)

j=l,-~~,md, /31'>0,

k=mg+1,2,--.,m,

donde x € R" es un vector que contiene los valores deterministas
de las variables de disefio, o las medias y las desviaciones estandar
en el caso de que las variables sean aleatorias, z € RP es un vector de
parametros aleatorios, y x\"f y xSUP son los limites inferior y superior
de las variables de disefio. Las restricciones del tipo (11b) actiian
como restricciones de probabilidad bajo la hip6tesis de una distri-
bucién de probabilidad normal de la funcién gj(x, z). El coeficiente
B representa el indice de fiabilidad para la restriccion j-ésima, que
marca la probabilidad de que la restriccién original sea satisfecha.
Las restricciones del tipo (11c) limitan la desviacién estindar de las
restricciones de igualdad hy(x, z).

En el problema de disefio 6ptimo robusto las 2 funciones por
minimizar son habitualmente conflictivas, en el sentido de que no
existe un punto de disefio que sea 6ptimo para ambas. En este
caso, el criterio de optimalidad utilizado en la optimizacién mono-
objetivo es sustituido por el 6ptimo de Pareto. Un disefio es 6ptimo
de Pareto para el problema de disefio 6ptimo robusto si, y solo si, no
existe ningan otro disefio factible que mejore su valor en media, sin
degradar el valor de la desviacion estandar o viceversa. El conjunto
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de 6ptimos de Pareto representa la solucién del problema de opti-
mizacién multiobjetivo y geométricamente componen el conocido
como frente de Pareto.

Para la obtencién del conjunto de 6ptimos de Pareto es practica
habitual sustituir el conjunto de funciones objetivo por una tnica
funcién de escalarizacién. En este trabajo se ha utilizado la fun-
cién de escalarizaciéon aumentada de Tchebycheff [26], que para el
problema de disefio 6ptimo robusto es:

min max[w; Ci(x) + (x), @2Co(x) + P(X)], (12a)
siendo : (12b)
Ci(%) = 5, 2)(X) = Y71, (12¢)
Ca(X) = 107(x,2)(X) = Y31, (12d)
O(x) = p[C1(x) + G(x)], (12e)

donde p es un namero positivo suficientemente pequefio (en este
trabajo 0,05), Y3 y v son el valor de minima media y de minima
desviacién estandar y wq y w, son pesos con valores compren-
didos en el intervalo [0,1] que cumplen wq +w, =1. Minimizando
la funcién de escalarizacién aumentada de Tchebycheff es posible
obtener 6ptimos de Pareto incluso en la zona céncava del frente,
a diferencia de otras funciones de escalarizacién tales como la de
sumas ponderadas [2,26].

4. Metodologia propuesta

En la metodologia propuesta el modelo Kriging aproxima, de
forma simultanea, la respuesta estructural en el dominio de disefio
y en el dominio estocastico. Esta metodologia permite: 1) evaluar
la robustez del disefio utilizando un niimero reducido de evalua-
ciones en comparacién con los procedimientos convencionales;
2) desacoplar los procesos de cuantificacién de incertidumbre y de
optimizacién, reduciendo el nimero de evaluaciones del simulador
en comparacién con el enfoque anidado; y 3) mejorar la precisiéon
delaaproximacién en las regiones cercanas a los 6ptimos de Pareto.

La metodologia propuesta consta de las siguientes 5 etapas:

4.1. Aproximacion global de la respuesta en el dominio de las
variables de disefio y de los paradmetros aleatorios, mediante

e La realizacién de un disefio de experimentos en el domi-
nio de las variables de disefio y de los parametros aleatorios
[(X1,21), ..., (Xn, Zn)]). En este trabajo se ha utilizado un hiper-
cubo latino 6ptimo obtenido mediante la funcién lhsdesign de la
toolbox de estadistica de Matlab [27] con el criterio de optimali-
dad maximin (maximizacién de la minima distancia entre puntos)
[28].

¢ La evaluacién de la respuesta estructural, con el simulador, para
cada punto de disefo:[f(X1, 1), . . ., f(Xn, Zn)]-

e El ajuste de un modelo Kriging de la respuesta estructural f(x, z).

e La actualizacién de los modelos Kriging a través de la maximiza-
cion de la varianza en la prediccién (10).

4.2. Cuantificacion de la incertidumbre

Los momentos estadisticos de la respuesta estructural se obtie-
nen mediante una simulacién MonteCarlo, utilizando los modelos
Kriging obtenidos en la etapa 4.1. En este trabajo el nimero de
evaluaciones en la simulacién MonteCarlo ha sido de 50.000.

4.3. Aproximacién global de los momentos estadisticos de la
respuesta en el dominio de las variables de disefio, mediante

¢ Larealizacién de un disefio de experimentos en el dominio de las
variables de disefio [X1, ..., Xm]). En este trabajo se ha utilizado
un hipercubo latino 6ptimo mediante el procedimiento definido
en4.1.

¢ La evaluacién de la media y de la desviacién estandar de las res-
puestas estructurales para cada punto de disefio:

[/Lf(xqz)(xl ) Mf(xyz)(xm )] s
[af(x’z)(m ) -+ Oy (X )] )

¢ El ajuste de un modelo Kriging de los momentos estadisticos
7 x,2)(X): O )(X)
e La actualizacién de los modelos Kriging mediante la maximiza-

cion de la varianza en la prediccién (10).

4.4. Optimizacién multiobjetivo

El problema de optimizacion multiobjetivo se resuelve
mediante la funcién de escalarizacién aumentada de Tchebycheff
(12a), utilizando los modelos Kriging obtenidos en el apartado 4.3.
En este trabajo, el problema de optimizacién (12a) se ha resuelto
mediante un algoritmo genético, mas concretamente con la funcién
ga de la toolbox de optimizacién de Matlab [27].

4.5. Actualizacion de los modelos Kriging en el dominio
estocdstico

Los modelos Kriging obtenidos en 4.1 se actualizan en el dominio
de las variables de disefio utilizando el conjunto de soluciones 6pti-
mas de Pareto x . Para actualizar los modelos Kriging en el dominio
estocastico se buscan puntos situados en zonas donde la calidad
de la aproximacién es pobre y que son de gran importancia para
evaluar los momentos estadisticos (zonas de elevada densidad de
probabilidad). Los puntos candidatos vienen dados por la resolucién
del problema de optimizacién en el dominio estocastico $2:

max,cq (MSE(X*, z)pz(2)), (13a)

s.a:|(x", 2} - (x5, 2} | =€, (13b)

i=1,...,n,

donde MSE(x’, z) es el error cuadratico medio, que en este trabajo
se toma como la varianza de la prediccién en el punto (X', z) defi-
nida en (3), pz(z) es la densidad de probabilidad de los parametros
aleatorios, y n es el nimero de puntos de la muestra inicial.

Los puntos candidatos para la actualizaciéon del metamodelo
(x',z") se afiaden a la muestra original, que se utiliza para la actua-
lizacién de los modelos Kriging.

5. Aplicacion numérica
5.1. Funcion de Branin

El objetivo de este primer ejemplo es mostrar la aplicabilidad
y la precisién de la metodologia propuesta mediante la resolucién
del problema de disefio 6ptimo robusto de una funcién analitica, la
funcién de Branin [29]. Esta funcién se utiliza habitualmente como
test en problemas de optimizacién global y se ha considerado en
este trabajo por presentar minimos locales y por ser claramente
multimodal en la variable x, lo que da lugar a un amplio conjunto de
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Figura 1. Funcién de Branin. (a) funcién real, (b) modelo Kriging.

soluciones para el problema de diseflo 6ptimo robusto. La funcién
de Branin es:
5,1

flx,2)= (z ~ i

El espacio de disefio estd limitado a —5 <x<10. Se considera
como fuente de incertidumbre el parametro aleatorio z, que varia
seglin una distribucién normal con media p, =5y desviacién estan-
dar o, =2. El problema de disefio 6ptimo robusto es:

5 2 1
24 Ty _
X +ﬂx 6) +10 (1 8ﬂ)cos(x)+10. (14)

mxin{ﬂf(x,z)(x)’ Of(x,2)(X)}s (15a)

-5<x<10. (15b)

El modelo Kriging inicial f(x, z) se ha obtenido a partir de un
hipercubo latino 6ptimo de 40 puntos en el dominio (x, z). La
minimizacién de PRESSgyse (8) da como resultado una funcién
de correlacién gaussiana y una funcién de regresién constante.
La muestra inicial de 40 puntos se ha incrementado con 5 pun-
tos adicionales en las zonas de mayor error (10a). El coeficiente
de determinacién estimado es PRESSy, = 0,989, mientras que el
obtenido a partir de una muestra de 10.000 puntos es R? =0,999.

La funcién real y el modelo Kriging resultante se muestran en la
figura 1. Los 2 primeros momentos estadisticos de la respuesta se
han aproximado en el dominio de disefio a partir de un hipercubo
latino 6ptimo de 30 puntos, mejorado con 10 puntos adicionales en
las zonas de mas error (10a).

El problema de optimizacién multiobjetivo se ha resuelto uti-
lizando la funcién de escalarizacién aumentada de Tchebycheff,
adoptando un vector de pesos de tamaiio 10, cuyos valores varian
uniformemente entre 0y 1. Los parametros utilizados para el algo-
ritmo genético son: niimero de repeticiones (8), tamafio de la
poblacién (24), probabilidad de cruce (80%), elitismo manteniendo
los 2 mejores disefios y nimero maximo de generaciones (80). El

10 T T
—=#—Non dominated points
= Best mean(f) (-)
* Best std(f) (-)
9,5 Selected design

Std(f) (-)

10 12 14 16 18 20
Mean(f) (-)

Figura 2. Funcién de Branin. Frente de Pareto, soluciones de minima media, minima
desviacion estandar y solucién de compromiso seleccionada.

conjunto de disefios 6ptimos obtenidos tras 3 actualizaciones del
modelo Kriging forma el frente de Pareto de la figura 2. Este frente
permite obtener una solucién de compromiso entre el disefio de
minima media (x =9, 915)y el disefio de minima desviacién estan-
dar (x" =0, 695). En este caso en la figura 2 se ha seleccionado el
punto de menor distancia al origen. La figura 3 muestra los 6ptimos
de Pareto sobre los modelos Kriging de la media y de la desviacién
estandar. Para comprobar el error cometido con la aproximacién
de los momentos estadisticos, se ha realizado una simulacién de
MonteCarlo con una muestra de 50.000 puntos, que se evaluaron
con la funcién real y con el modelo Kriging. La tabla 2 muestra los
resultados para los disefios de minima media y de minima desvia-
cion estandar. Los errores en ambos disefios son inferiores al 0,1%
en media y al 0,15% en desviacién estandar.

5.2. Estructura de 4 barras

El segundo ejemplo numérico es la estructura de 4 barras [2]
mostrada en la figura 4.

En el nudo 4 de la estructura se aplica una fuerza horizontal P.
Las areas A; (barras 1y 3) y A, (barras 2 y 4) se consideran varia-
bles de disefio deterministas. Los médulos de Young E; (barras 1y
3)y E, (barras 2 y 4) se consideran variables aleatorias que siguen
distribuciones normales con medias g, =210y g, = 100y des-
viaciones estandar og, =21y og, = 5. La densidad del material es
p=1. El problema consiste en la minimizacién del desplazamiento
horizontal (u) del nudo 4, sujeto a una restriccion de masa w < 5.
La formulacién del problema de disefio 6ptimo robusto es:

min {iu(Ar, Az), ou(A1, A2)}, (16a)
1,42
s. a:w<b5, (16b)
0<A1px=<2 (16c¢)
Tabla 2
Errores en la aproximacién de los momentos estadisticos
Kriging Real Error (%)
X =9.915 i) (X) 9.887 9.895 -0,081
Ofixz)(X) 10.113 10.127 -0,138
X =0.695 W) () 21.408 21.410 —0,009
Tixz)(X) 5.700 5.706 -0,105
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Figura 3. Funcién de Branin. Optimos de Pareto sobre los modelos Kriging de la
media (a) y de la desviacién estandar (b).

El modelo Kriging inicial se ha obtenido a partir de un hipercubo
latino 6ptimo de 100 puntos, mejorado con 50 puntos adiciona-
les en las regiones de mayor error. Las funciones de correlacién
y de regresion resultantes de la minimizacién del PRESSgysg (8)
son gaussiana y cuadratica, respectivamente. La respuesta real y el
modelo Kriging resultante se muestran en la figura 5. El coeficiente
de determinacién estimado es PRESSy, = 0,986, mientras que el
obtenido a partir de una muestra de 10.000 puntos es R2 =0,984.

El problema de optimizacién multiobjetivo se ha resuelto uti-
lizando la funcién de escalarizacién aumentada de Tchebycheff,
adoptando un vector de pesos de tamafio 10, cuyos valores varian
uniformemente entre 0 y 1. Los parametros utilizados para el

1,0 1,0

A
A
<N

1,0
®

4)

Figura 4. Estructura de 4 barras.

PAY
AN
)

Figura 5. Estructura de 4 barras. (a) desplazamiento real, (b) modelo Kriging.

algoritmo genético son: nimero de repeticiones (8), tamafo de
poblacién (40), probabilidad de cruce (80%), elitismo manteniendo
los 2 mejores disefios y nimero maximo de generaciones (100).
La figura 6 muestra el frente de Pareto obtenido a partir de una
poblacién inicial de 10 disefios, tras 10 actualizaciones del modelo
Kringing inicial. Las figuras 7 muestran los 6ptimos de Pareto sobre
los modelos Kriging de la media y de la desviacion estandar del des-
plazamiento. Todos los disefios obtenidos estan situados en la fron-
tera que delimita la region factible y varian desde el disefio 6ptimo

107
4 ' ' ' —=—Non dominated points
£ ® Best mean(ux) (-)
B ® Best Std(ux) (-)
\ 3 Selected design
L3
=
2
;]
]
2
3,86 3,88 3,9 3,92 3,94 3,96 =
Mean(ux) (-) x10

Figura 6. Estructura de 4 barras. Frente de Pareto, soluciones de minima media,
minima desviacién estandar y solucion de compromiso seleccionada.



J. Martinez-Frutos, P. Marti / Rev. int. métodos numeér. cdlc. disefio ing. 2014;30(2):97-105 103

@

AN X
QORI X 0,7

Region no factible — \ 0,2
T ol 0.1
15 P 15 :

S~

A, 2 2 Ay 0
O (A1, Ap)

Figura 7. Estructura de 4 barras. Optimos de Pareto sobre los modelos Kriging de la
media (a) y de la desviacion estandar (b).

de minima media (A1=1,766, A,=0,002) hasta el disefio 6ptimo de
minima desviacion estandar (A;=0,3685, A;=1,9789).

La figura 8 muestra las funciones de densidad de probabilidad y
acumulada de probabilidad, reales y aproximadas, para los disefios
o6ptimos de minima media y de minima desviacién estandar.
Los errores cometidos en la aproximacién de los momentos esta-
disticos se muestran en la tabla 3.

5.3. Celosia de 25 barras con incertidumbre en cargas y material

En este ejemplo se aplica la metodologia propuesta a la reso-
lucién del problema de disefio robusto de la celosia de 25 barras
mostrada en la figura 9. Las variables de disefio consideradas son
las dimensiones de los elementos estructurales clasificadas en 7
grupos, tal y como muestra la figura 9. Las variables de disefio
estan limitadas inferiormente a un valor de 0,6452 cm?. La estruc-
tura estd sometida a unas cargas verticales en los nudos del cordén
inferior cuyo valor nominal es F = 44, 48 kN. El material de las
barras tiene una densidad p=7.833,41 kg/m? y un médulo de Young
E=206.842,8 MPa. La tensién maxima admisible a traccién y com-
presién es oy|;c=206.843 MPa. El desplazamiento de todos los
nudos en las direcciones x e y estd limitado a un valor maximo
de 5,08 cm. El problema esta parametrizado con 7 variables de

Tabla 3
Errores en la aproximacién de los momentos estadisticos
Kriging Real Error (%)
A1=1,766 Hu(Ar, Az) 3.843e-3 3.846e-3 0,073
A, =0,002 oyu(A1,Az) 4.007e-4 3.961e-4 1,151
A1=0,369 Hu(Ar, Az) 3.965e-3 3.967e-3 0,033
A=1,979 ou(A1,A2) 1.721e-4 1.786e-4 3,629

(@)
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Disefio de minima desviacion estandar

Figura 8. Funcion de densidad de probabilidad y funcién acumulada de probabili-
dad. (a) Disefio de minima media, (b) Disefio de minima desviacién estandar.

disefio (areas) y 2 variables aleatorias (&7 y &) que siguen una dis-
tribucion normal. £&;~AMu = 0, 0 = 0.05) esta relacionada con las
fuerzas aplicadas mediante la férmula F = F(1 + &;), mientras que
E~Mu =0, 0 =0.05) esta relacionada con el médulo de Young
mediante la férmula E = E(1 + &;). Siguiendo la linea de Lagaros
et al. [30], el problema de disefio robusto consiste en la minimi-
zacién del peso de la estructura y de la varianza de la respuesta
estructural representada por la desviacion estandar del despla-
zamiento vertical del nudo 10. Se analiza: 1) la precisién de los
modelos Kriging de la respuesta estructural en el dominio estocas-
tico y de disefio; 2) la precisiéon de la metodologia propuesta para
la obtencién de los momentos estadisticos, 3) la precisién de los
diseflos 6ptimos obtenidos en comparacién con métodos conven-
cionales.

El modelo Kriging inicial se ha obtenido a partir de un hiper-
cubo latino 6ptimo de 200 puntos. Las funciones de correlacién
y de regresion resultantes de la minimizacién del PRESSgyse (8)
son exponencial-gaussiana y cuadrética, respectivamente. El coe-
ficiente de determinaci6én estimado es PRESSz2=0,9973, mientras
que el obtenido a partir de una muestra de 10.000 puntos es
R%=0,9971.Lafigura 10 muestra el modelo Kriging de la desviacién

777777777777777 1 (3) 1 (4) 1 (5) 1 (6)
] 4, 7 6 6 7 4 5
1
508 om S 3 3 3
T 7 7 a2 o) 2 ye 2 @ 2 ()
: F F F F F

3048 cm

Figura 9. Celosia de 25 barras.
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Figura 10. Celosia de 25 barras. Modelo Kriging de la desviacién estandar de uy,1o.
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Figura11. (a)Frentes de Pareto obtenidos utilizando modelos Kriging y UDR (Univa-

riate Dimension Reduction).(b) Errores cometidos en laaproximacién de la desviacion
estandar mediante modelos Kriging para los 6ptimos de Pareto.

estandar del desplazamiento vertical del nudo 10 en el espacio de
disefio.

El problema de optimizacién multiobjetivo se ha resuelto uti-
lizando la funcién de escalarizacién aumentada de Tchebycheff,
adoptando un vector de pesos de tamaiio 10. El frente de Pareto
resultante tras 8 iteraciones se muestra en la figura 11 (a). El
resultado obtenido se compara con el conseguido con métodos
convencionales existentes en la bibliografia. En este trabajo se
ha seleccionado el método Univariate Dimension Reduction (UDR)
[31,32] por ser uno de los métodos mas eficientes para la obten-
cién de los momentos estadisticos en procesos de disefio 6ptimo
robusto [33]. La figura 11 (a) muestra el frente de Pareto resultante
estimando los momentos estadisticos mediante el método UDR. En
esta figura se observa un buen acuerdo entre los frentes de Pareto
obtenidos mediante el método UDR y la metodologia propuesta.
El nimero de evaluaciones del modelo de simulacién necesarias
utilizando el método UDR fueron 3,6e5 de acuerdo con la expre-
sion: (4 x Nya + 1) x Nope x Npop x Ngen. Nva €s el ntimero de variables
aleatorias de problema, Nop: el tamafio de vector de pesos, Npgp
el tamafio de la poblacién, y Ngen el nimero de generaciones. El
nimero de evaluaciones del modelo de simulacién necesarias con
la metodologia propuesta (280) es considerablemente inferior.

Lafigura 11 (b) representa, para cada disefio 6ptimo de Pareto, el
error cometido en la estimacién de la desviacién estandar mediante
el modelo Kriging en comparacién con una simulacién MonteCarlo
de 1e5 simulaciones. Los errores oscilan entre —3% y 5%.

6. Conclusiones

Se ha propuesto una metodologia para la resolucién del pro-
blema de disefio 6ptimo robusto que utiliza modelos Kriging para
resolver, de forma eficiente, el problema de cuantificacién de incer-
tidumbre en la optimizacién. A diferencia de otros trabajos, en
la metodologia propuesta el modelo Kriging aproxima, de forma
simultdnea, la respuesta estructural en el dominio de disefio y en
el dominio estocastico. Asimismo, la metodologia incluye un crite-
rio de actualizacién de los modelos Kriging, basado en la estimacién
del error en la prediccién, que permite mejorar la calidad de la
aproximacioén en las regiones cercanas al frente de Pareto.

La metodologia propuesta permite: 1) obtener los indicadores
de robustez del disefio (momentos estadisticos de la respuesta
estructural) utilizando un nimero reducido de evaluaciones en
comparacién con los procedimientos convencionales; 2) desacoplar
los procesos de cuantificaciéon de incertidumbre y de optimizacion,
resolviendo el problema con un nimero de evaluaciones del simu-
lador muy inferior al enfoque anidado, y 3) mejorar la precision de
la aproximacién en las regiones cercanas a los 6ptimos de Pareto
hasta alcanzar un nivel deseado.

Para demostrar la aplicabilidad y la precisién de la metodolo-
gia propuesta se han resuelto un ejemplo matematico y 2 ejemplos
de disefio 6ptimo robusto de estructuras de nudos articulados. La
metodologia propuesta no esta limitada a problemas de disefio
6ptimo robusto de estructuras de nudos articulados. Su principal
campo de aplicacién es el diseflo 6ptimo robusto de problemas
de ingenieria que requieren un elevado coste computacional para
su resolucién debido a: 1) la utilizacion de software in house
o comercial, que obliga en muchos casos a utilizar estrategias
de cuantificacion de incertidumbre no intrusivas (MonteCarlo), y
2) la utilizacién de complejos modelos de simulacién de alto coste
computacional.

Los resultados obtenidos muestran que los modelos Kriging son
una herramienta eficaz para aproximar los momentos estadisticos
de la respuesta estructural con un bajo coste computacional, y para
actuar como soporte de la optimizaciéon en la bisqueda de 6pti-
mos globales. Asimismo, la reduccién que se consigue en el coste
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computacional los hace muy adecuados para su aplicacion a proble-
mas de ingenieria que requieren modelos complejos de simulacién.

Una ventaja adicional de la metodologia propuesta es que las
aproximaciones globales creadas durante la optimizacién se pue-
den reutilizar en nuevos procesos de optimizacién, en exploraciéon
de los espacios de disefio y estocastico, o en aplicaciones compu-
tacionalmente exigentes. Quedan para futuras investigaciones el
estudio de nuevas técnicas de metamodelos que permitan su apli-
cacion a problemas de alta dimensionalidad, asi como su aplicacién
a otras formulaciones del problema de optimizacién bajo incerti-
dumbre tales como el disefio 6ptimo basado en fiabilidad.
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