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RESUMEN

El modelo viscoplastico de Arruda-Boyce (A-B) es la piedra angular para el desarrollo de sofisticados
modelos constitutivos de polimeros y tejidos blandos. Se presenta una formulacién implicita simple
del modelo de A-B junto con los detalles de su implementacién como una rutina de material definido
por el usuario de ABAQUS-Standard. La formulacién hace uso de un esquema de Euler hacia atras en
combinacién con procedimientos estandar para la actualizacién de las tensiones en la configuraciéon
relajada. Su implementacién prescinde de procedimientos iterativos y del calculo de descomposiciones
polares, autovalores y matrices de rotacién. Las raices cuadradas, exponenciales y logaritmos naturales
de los tensores de segundo orden se calculan utilizando aproximaciones de Padé de alto orden, mientras
que la matriz de rigidez tangente se calcula utilizando un esquema de diferencias finitas. Resulta asi un
algoritmo simple para la actualizacién de las tensiones, sencillo de implementar, pero a la vez preciso y
relativamente eficiente en términos de costo computacional. La precision, la estabilidad y la eficiencia de
la formulacién propuesta se investigan y se demuestran con una serie de ejemplos. Como resultado, se
dan una serie de recomendaciones para ajustar el tamafio del incremento de deformacién inelastica y de
los residuos de los procedimientos de Newton-Raphson, y para seleccionar los algoritmos mas efectivos

para evaluar la matriz de rigidez tangente y resolver el sistema de ecuaciones.
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derechos reservados.

An implicit implementation of the Arruda-Boyce viscoplastic model

ABSTRACT

The Arruda-Boyce viscoplastic model has been the cornerstone for the development of sophisticated
constitutive models for polymers and soft tissues. A simple implicit finite element implementation for
the Arruda-Boyce viscoplastic model, which is coded as user material routine in ABAQUS-Standard, is
presented in this work. The implementation uses the Backard-Euler method and standard stress-update
procedures in the relaxed configuration; it has no iterative procedures; it completely avoids the use
of eigen-decompositions, polar decompositions and rotation matrices while square roots, exponentials
and natural logarithms of second order tensors are computed using high-order Padé approximants. The
tangent-stiffness matrix is computed using a finite difference scheme. As a result, the stress-update
algorithm turns out to be very simple to code and to implement, but still very accurate and quite efficient
in computational terms. The precision, stability and efficiency of the proposed formulation are assessed
and demonstrated by means of a number of examples. As a result, a number of recommendations are
given to best set the size of the inelastic strain increment and the residuals for the Newton-Raphson
procedures; and to select the most effective algorithms for the evaluation of the tangent stiffness matrix

and to solve the system of equations.
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reserved.
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1. Introduccién

El modelo viscoplastico de Arruda-Boyce (A-B) [1,2] es un pro-
ducto del grupo de modelos inicialmente propuestos por Boyce
et al. [3,4] con el objetivo de describir de forma completa el com-
portamiento inelastico de polimeros. El modelo de A-B fue uno de
los primeros de su tipo con la capacidad de reproducir todos los
fenémenos caracteristicos del comportamiento de los polimeros
estructurales para un rango amplio de deformaciones.

Sus sélidas bases fisicas y fenomenoldgicas han hecho del
modelo de A-B un punto de partida para el desarrollo de otros
modelos mas sofisticados y especializados. El trabajo de Bergstrom
etal. [5] presenta una descripcién sucinta de varios de estos mode-
los ala luz de su aplicacién al modelado de polietileno de ultra alto
peso molecular (UHMWPE, por sus siglas en inglés); Danielsson [6]
presenta una revision de las reglas de flujo y de las leyes de evo-
lucién de las variables internas (incluyendo dafio y porosidad), y
Anand y Ames 7] proponen una elaborada ley constitutiva basada
en el ensamble de «bloques elementales» similares al modelo de
A-B.

A diferencia de los modelos elastoplasticos y viscoplasticos cla-
sicos, el modelo de A-B prescinde de una funcién de fluencia,
por lo que es clasificado como un modelo viscoplastico unifi-
cado. El modelo de A-B se formula a partir de la descomposicién
multiplicativa de los gradientes de deformacién, donde la defor-
macién plastica se define de forma explicita con una formulacién
lagrangiana total de Hencky (TLH, por sus siglas en inglés) (véase,
por ejemplo, Bathe [8]) y la tensidn total se calcula a partir de
la deformacién elastica. No existen muchos antecedentes sobre la
implementacién de modelos viscoplasticos unificados con formu-
laciones TLH. Los trabajos mas conocidos son los de Weber y Anand
[9], Lush etal. [10] y Sansour [11]; todos ellos utilizan esquemas de
integracién de Euler hacia atras. Hay también un trabajo de Bergs-
trom et al. [12] que introduce un esquema de integracién de orden
y tamario de paso temporal variables para una variacién del modelo
de A-B.

La calibracién y la experimentacién son tareas usuales durante
las primeras etapas del desarrollo de modelos constitutivos. Por su
versatilidad y relativa simplicidad de implementacién, se utilizan
normalmente con estos propdsitos esquemas de integracion expli-
citos que, por otro lado, son computacionalmente ineficientes. La
segunda opcién son los esquemas implicitos, eficientes desde el
punto de vista computacional pero que requieren la elaboracién
de trabajosos, y muchas veces complejos, procesos de diferencia-
cién (véanse, por ejemplo, Peric y Dettmer [13] y Dettmer y Reese
[14]). Es por ello que, normalmente, se prefiere reservar las imple-
mentaciones implicitas para las etapas avanzadas de desarrollo
de los modelos, cuando la eficiencia computacional se torna rele-
vante.

Se presenta en este trabajo una implementacién implicita sim-
ple del modelo de A-B. En este contexto, se adapta la formulacién
matematica del modelo para hacerlo compatible con procedi-
mientos numéricos estandar para la actualizacion de las tensiones
en la configuracién relajada, como los propuestos por Weber y
Anand [9] y Eterovic y Bathe [15]. La integracion en el tiempo se
realiza usando un esquema implicito de Euler. Mediante la uti-
lizacién de aproximaciones y simplificaciones (muchas de ellas
inspiradas en el trabajo de Lush et al. [10]), los calculos en cada
paso de tiempo se reducen a resolver un sistema no lineal de 2
ecuaciones con 2 incégnitas. La matriz de rigidez tangente se eva-
lda de forma numérica mediante perturbaciones del gradiente de
deformacioén total. La formulacién propuesta se implementa como
una rutina de material definido por el usuario (UMAT, por sus
siglas en inglés) del programa ABAQUS-Standard. Su desempefio
y precisiéon se demuestra y discute para una serie de ejem-
plos.

2. Notacion

La notacién y las hipétesis de este trabajo son las usuales
de la mayoria de las formulaciones en deformaciones finitas. Sin
embargo, con el objeto de evitar ambigiiedades se da aqui una breve
resefa.

La notacién para el gradiente de deformacién y su descomposi-
cién polar es la utilizada en Gurtin [16]:

F : gradiente de deformacién total desde el tiempo 0 hasta el
tiempo t.
J=det(F) : deformacién volumétrica desde el tiempo 0 hasta el tiempo t.

F=VR=RU : descomposiciones polares izquierda y derecha del gradiente
de deformacién.

VyUu : tensores de elongacién izquierdo y derecho.

R : tensor de rotacion.

Se utilizan 2 descomposiciones multiplicativas del gradiente de
deformacién: ladescomposicién de Lee, F=F¢F,donde F€ y Fi son los
gradientes de deformacién elastico e inelastico, respectivamente
(véase Dvorkin y Goldschmit [17]), y la descomposicién dada por
el producto:

F=(Y3DF (1)

donde J'3I da cuenta de las deformaciones volumétricas y el ten-
sor isocérico FF contiene la informacién de las rotaciones de cuerpo
rigido y las distorsiones (véase Simo y Hughes [18]). El simbolo I en
las expresiones anteriores corresponde al tensor identidad.

El concepto de gradiente de deformacién isocérico se utiliza
también para los gradientes de deformacién elastico e inelastico.
Estos son:

e 1 e
= JWF (2)
yF =F (3)

Las distintas configuraciones se indican utilizando la notacién de
Anand y Gurtin [19]. La configuracién asociada a un tensor genérico
«A» se identifica como A cuando es expresado en la configuracién
espacial y como A cuando es expresado en la configuracién relajada.

3. El modelo viscoplastico de Arruda-Boyce

El modelo reolégico de A-B se ilustra en la figura 1. Este consiste
en 2 cadenas dispuestas en serie, una eldstica y una inelastica. Estas
cadenas se construyen con 3 elementos que se definen en funcién
de 6 parametros constitutivos [1,2,5]:

e Elelemento lineal eldstico (resorte de Hooke) forma la cadena elas-
ticay sucomportamiento esta caracterizado por las constantes de
Lamé uty A°.

Resorte lineal
elastico (Hooke)

[ue7 Ae

Fe Cadena
elastica

Resorte hiperelastico

(Langevin) lEIemelntf)
viscoplastic
L AL Cadena
’ i T . T
H Mook 70: Toase ~ jnelastica
FB T

TF

Figura 1. Modelo reolégico de Arruda-Boyce.
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¢ El elemento viscopldstico provee la dependencia con la velocidad
de deformacién. Se ubica en la cadena inelastica y su com-
portamiento queda caracterizado por la tasa de deformacién
viscoplastica de referencia, vy, y 1a tensién de corte de referencia,
Thase-
¢ El elemento hipereldstico (resorte de Langevin) es el responsable
del endurecimiento durante la cargay de la recuperacién no lineal
durante la descarga. Se ubica en la cadena inelastica, en paralelo
al elemento viscoplastico. Su comportamiento esta caracterizado
por el médulo de corte, ul, y la elongacion de bloqueo, X,LOCk.
La tensién total de Cauchy en la configuracién espacial se calcula
a partir de la deformacién del elemento elastico con la expresion:

T 1ceEe] (@)
J

donde L€ es el tensor constitutivo elastico de cuarto orden y

E® =In(V¢) (5)

es la deformacion elastica.
La tensién total de Kirchhoff en la configuracién relajadaes[15]:

& =JT = F¢' ce[EeJFe " = uece[Eejue (6)
donde:
E€ = In(U®). (7)
Por su parte, la tension en el elemento hiperelastico es:
&% = ptfOI, 0 ) dev(B] (8)
donde:
Bi — FiF’’ 9)
—1 (A

i 9L 1 L ( )\iock )

FOI M) = = —— 1ok (10)
()
)\lock

y Al es la elongacién efectiva de la cadena inelastica
Ti tT(Bl)
A= 3 (11)

Lafunciéninversade Langevin, L~1(-) se aproxima con la férmula
de Cohen [20],

2
L l(x)=x A+BX on
1+ Cx2

La tensidn que impulsa el flujo viscoplastico en la configuracion
relajada es:

A =2,99248834685337
B=-1,14365108190676 (12)
C=-1

&P = dev(5) — 68 = 2u€ dev[E¢] — 5P (13)
La tasa de deformacién inelastica en la configuraciéon relajada

es:

di(5") = yN (14)

donde la magnitud de la tasa de deformacién viscoplastica, vy, y la

direccién del flujo inelastico, N, se calculan a partir de ¢ como
sigue:

V=J/oexp( ) (15)

Thase

T=l6"|] (16)
_ Gvp P

yN = Eie (17)

4. El esquema de integracién implicita

Se presentan a continuacion los detalles de la formulacién del
esquema de integracion. Este tiene asociado un sistema de 2 ecua-
ciones no lineales cuyas incégnitas son la elongacién inelastica, Al, y
la tensién de corte efectiva, 7. La integracién se realiza utilizando un
esquema de Euler hacia atras. Sobre la base del andlisis de las fuen-
tes de error de la formulacion, se propone un criterio para limitar
el tamafio maximo del incremento de deformacion inelastica.

4.1. Formulacion

El esquema de integracién se formula como una regla impli-
cita general con un parametro 6 que sirve para seleccionar entre
un esquema completamente implicito (f=1), una regla de punto
medio (0 =1/2) o cualquier esquema estable intermedio (0,5<0<1).

El gradiente de deformacién total en t+ 0 At es:

t+9AtF:0t+AtF+(1 _0)1: (18)

El operador de Euler hacia atras se aplica a los gradientes de
deformacién inelastico y elastico, con lo que resulta:

t+9AtFi — exp(QAtt+0Atai)Fi (19)

y t+0Atpe _ t+0Atppi=! exp(—OALHOALgHy = F.ul exp(—OALHH0AL iy

(20)
donde:
t+9Atai =y (t+9AtT) t+9AtN (21)
_ t+0At 5vp t+0At 5vp
y t+9AtN _ (z— — o (22)
| |t+0Ato-1/p I t+0At ¢

El gradiente de deformacién F‘t’,_ia,:‘Jr"A‘FFi_1 en la expresién
(20) puede calcularse con la informacién disponible al comienzo
de cada paso de tiempo.

Finalmente, el gradiente de deformacién elastico isocérico se

1
calcula dividiendo la expresion (20) por (“+64(e) /3, de lo que
resulta:
t+9At]Fe — Fterial exp (_QAtHOAtai) , (23)
donde:
e Fte;‘ial (24)

trial = (t+8AtJe)1/3

Para deducir la expresién de la tensién que gobierna el flujo vis-
coplastico se combinan las expresiones (8-11) y (13) para obtener:

t+9At6.vp — 2Me dev (t+0AtEe) _ 'upf (t+0At)'\i$ )‘ILock) dev (H—GAtBi)

(25)

La expresién (19) permite reescribir el tensor ¢ *9ABi de la ecua-
cién (9) como sigue:

LOART _ exp (0AL AT B exp (DAL AL (26)

Por su parte, la parte desviadora del tensor de Hencky se puede
calcular de forma directa a partir del gradiente de deformacién
elastico isocérico [15]:

dew (19E<) —1n (v e (27)
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Luego del reemplazo de la expresion (23) en la (27) resulta:

dev (H+0AtEe) —

In <\/ exp (—OArt+0ALdi) ¢e.  exp (eAtHGAtai)) (28)
donde:
Criat = Friar' Firiat (29)

La tensién hiperelastica en t+6At, el segundo sumando de la
expresion (25), requiere la medida efectiva de las elongaciones,
t+0At) 1 Esta se determina mediante el calculo de la traza del tensor
t+0Atgi dado en la expresién (26):

tr [exp (eAtHGAtai) Biexp (QAtHQAtai)] — 3t+0AL) (30)

La complejidad de las expresiones (26), (28) y (30) lleva a la
introduccién de aproximaciones y linealizaciones para hacer el pro-
blema matematicamente tratable.

Se propone reemplazar los mapeos exponenciales en las expre-
siones (26-30) por la siguiente aproximacién de primer orden:

exp(x) = I + X + O(|Ix]))? (31)

Por su parte, la expresion (28) se reemplaza por la siguiente
aproximacién de primer orden propuesta por Eterovicy Bathe [15]:

dev(H+0AtEe) — In (\/ r+0Ar<ce) = dev(ES,,) — AL 02t

+0,(||oAct0argi))? (32)

La expresion aproximada de t*9AtB! es el resultado de reempla-
zar la ecuacion (21) en la (26) y de realizar la aproximacion (31):

COARE = B (ALY 2 AL, (B AT | + [y(t04t )

« [Atg(HGAtN B HBA[N)] (33)
donde:
Aty =0 At (34)

Por su parte, la expresién aproximada de la tensién que gobierna
el flujo viscoplastico es el resultado de reemplazar la ecuacién (21)
en la (25) y de introducir las aproximaciones (32) y (33):
t+0AL 5P ~ [ZME dev (Ee

tn’al)] 4 (Hemr) [ZAfelLe H-QAtN]
— Iy (“HOALAT) dev(B') - ey (£H04) y (£0At7)
x[2 Aty dev (Bi f+9AtN) ]—Méﬁ (t+GAt)'Li) [y (Hgmt)]z

x [At; dev (t+0AtN B t+0AtN)] (35)

donde:
/Lléﬁ(t+0At)_‘i) — /JLpf(tJrQAt)zi7 )"%ock) (36)

El desempefio de estas aproximaciones se discutira en la seccion
4.3,

4.2. Solucioén del sistema de ecuaciones

La primera de las ecuaciones del sistema resulta de calcular la
traza de la expresion (33) (véase la ecuacién 30):

T T T T T T T

———- f @)

£, (T,A)

elongacion efectiva

A=

4+ \ 4

T = tensién de corte efectiva

Figura 2. Funciones f; (t1,A) =0y f2 (7, A) = 0 en el plano tA. Las 4 intersecciones
son las posibles soluciones del sistema de ecuaciones no lineales.

[)/(H'QAt‘L')]Z[Atg tr(H—OAtN Bi t+9AtN)] + )/(H—HAtT.')
« [2Aty tr(BI THOACR)] 4 tr(BY) — 3(FHACRY — 0 (37)

donde +94t}i y t+0At7 son |as incognitas. )

La segunda ecuacién, que tiene también a (+0At)1 y t+0Atr como
incégnitas, resulta de aplicar el doble producto escalar por {H0AtN
a ambos miembros de la ecuacién (35):

2ue [dev (Efrial) . t+6AtN} + Méjf (t+0A[Xi) (_Bi . t+9AtN)
+ ]/(t+9AtT)(—2[,LeAl'9) + Hle'ff(t+9At)-¥i))/([+9Atf)

x [=2Aty(BI HOALNY : tHOACR] 4 Méﬁ(wemii)[y(uemt)]z

x [—Atg (l’+0AtNBi t+9Al’N) . t+9A[N] _ t+9A[’T -0 (38)

Es importante notar que los coeficientes de las ecuaciones (37)
y (38) son funciones de +9AtN, que es también desconocido. Para
resolver este punto se realiza la aproximacién:

HGAtN = Ntrial (39)

La solucién del sistema de ecuaciones no es trivial. La figura 2
ilustra los comportamientos cualitativos de las ecuaciones (37) y
(38), que se identifican como fi(t, A)=0yf>(t, A)=0 para un con-
junto genérico de propiedades. Se puede observar que las funciones
se intersectan en 4 puntos, que son las posibles soluciones del sis-
tema de ecuaciones. Sin embargo, solo una de ellas tiene significado
fisico.

Se consideraron 2 estrategias para resolver el sistema de ecua-
ciones:

a) Un procedimiento de Newton-Raphson de 2 variables. Resulta-
dos preliminares mostraron que este procedimiento funciona
correctamente para la mayoria de los casos si se le proporcionan
estimaciones iniciales razonables de los valores de las incégni-
tas. Sin embargo, el procedimiento precisa ser refinado para que
su desempefio resulte completamente confiable.

b) Un procedimiento de Newton-Raphson en 2 niveles con la capa-
cidad de «encapsular» la solucién correcta. Esta estrategia,
propuesta por Lush et al. [10], combina la capacidad de un
meétodo de biseccién para encapsular la solucién con la eficien-
cia del procedimiento de Newton-Raphson para resolver una
ecuacion escalar con una incégnita.
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QO
(on

231ty (52)

= oAt

upper....;

* )

P2 oAy

lower .

elongacion efectiva
»
o

elongacion efectiva
N

A
A

T

_ tOAt _ oAt
= Tlower T= upper

) N 2,0 -
20 25 30 35 40 45 50 26,8 27,2 27,6 28,0 28,4

T = tensién de corte efectiva T = tension de corte efectiva

Figura 3. a)Funcionesfi (t,A) =0y f, (7, A) = 0 conlasolucién consignificado fisico
encapsulada entre las coordenadas %A & ypper, 08 A poer, T Typper y HOATTY 0 D)
detalle del encapsulamiento solucién con significado fisico.

El procedimiento desarrollado para este trabajo combina las 2
estrategias mencionadas anteriormente. Se implement6 asi un pro-
cedimiento con 2 pasos:

Paso 1: se calculan los limites superiores e inferiores de
t+0At) iy t+0At7 que se utilizan para determinar las estimaciones
iniciales (Ao, 7). Idealmente, los limites de t+6At)1y t+0Atr debe-
rian definir un pequefio subconjunto rectangular en el plano At
(véase la fig. 2) que contenga la solucién con significado fisico.

Paso 2: se resuelve el sistema de ecuaciones con un proce-
dimiento de Newton-Raphson de 2 variables con (Ag, Tg) como
estimaciones iniciales.

Los limites para t+94t )i se calculan a partir de 2 configuraciones
de prueba. En la primera se supone que ocurren solo deforma-
ciones elasticas y que las deformaciones inelasticas se mantienen
constantes desde t hasta t+ At. De esta forma se tiene:

t+A[F§~iql

1
; :[+A9tFF1 (40)

t+At i
y Ftrial

| =F (41)

De forma similar, la segunda configuracién de prueba asume que
solo ocurren deformaciones inelasticas, por lo que:

A
A iy = F¢ (42)
i -1
y H—GA[FgriaIZ — F€ t+9AtF (43)

Los gradientes de deformaci6n inelastica t+AtF! .y tHACFI.
se utilizan para calcular las elongaciones de

prueba
t+OALY i t+0At Y i i
Ariai1Y Abiqo Tespectivamente. El mayor de estos

valores se asigna a 04t} .. y el menor a 04t . (véase la
fig. 3). Por su parte, los limites superior e inferior de t*94tr se
asignan como los valores de las abscisas de las intersecciones de
la funcién f(7, A)=0 con las ordenadas "7t pper y THOALL Lo,
respectivamente. Los resultados de pruebas preliminares muestran
la efectividad de este procedimiento para encapsular la solucién
con significado fisico dentro de limites estrechos.

4.3. Limitacién del tamafio del incremento de deformacion

La calidad de las expresiones (37) y (38) para representar la ley
de evolucién del material depende de la precision de las aproxima-
ciones en (31), (32) y (39).

El término de error dominante de las aproximaciones (31)
y (32) es de la forma Oz(|’6At‘+9Afai|’)2 = 0,( Aypl)?, lo que
sugiere que este puede ser controlado mediante la imposicién de
un tamafio maximo al incremento de deformacién inelastica. Los
resultados de pruebas preliminares mostraron que incrementos
de deformacién inelasticos de hasta Ayy<0,5 funcionan correc-
tamente. Sin embargo, se seleccioné un valor umbral conservativo,
Ayy<0,15, que acota los errores de las expresiones (31) y (32) al
1%, aproximadamente.

Para estimar el error de la aproximacién (39), se evalud la dife-
rencia entre la direccion del flujo plastico de prueba, Ny iq, V €l que
resulta al final del algoritmo de integracién, t*?AtN:

error = HNmﬂ“ - “’MtNH (44)

Los resultados de pruebas preliminares mostraron que el
error esta en el rango entre 1017 y 10~12 para incrementos de
deformacién pequefios y medios, 0 < E< 0,05,y que llega hasta apro-
ximadamente 10-10 para incrementos de deformacién grandes:
0,05<E<0,13. Estos resultados permitieron concluir que la apro-
ximacion (39) no es una fuente de error importante.

5. Implementacion del esquema de integracién implicito

El esquema de integracion implicito es el nticleo de la rutina de
material definido por el usuario (UMAT, por sus siglas en inglés).
Dada la tensién, T, los gradientes de deformacién, {F, F¢, F'}, las
variables internas al inicio del paso de tiempo, £ = {51 JE1, ... 6n }
y el gradiente de deformacidn total al final del paso de tiempo,
t+ALE es 1a funcién de la UMAT calcular {”AtT, t+Atpe ”Ath},

las variables internas, {”At&, t+Atg, ”A‘Sn} y la matriz de
rigidez tangente.

La implementacién de la UMAT hace uso intensivo de las
operaciones de evaluacién de raices cuadradas, logaritmos y
mapeos exponenciales de tensores de segundo orden. Todas estas
evaluaciones tienen un alto costo computacional asociado a la auto-
descomposicién de los tensores. Se propone en este trabajo reducir
este costo computacional mediante la utilizacién de aproximantes
de Padé de alto orden (véase Bender y Orszag [21]).

Se presentan a continuacion los detalles de la implementacién
de los aproximantes para la evaluacién de raices cuadradas, loga-
ritmos naturales y mapeos exponenciales de tensores de segundo
ordeny para el cilculo de la matriz de rigidez tangente. Finalmente
se presenta el algoritmo de la rutina de material definido por el
usuario.

5.1. Evaluacion de raices cuadradas, logaritmos naturales y
mapeos exponenciales de tensores de segundo orden

5.1.1. Raices cuadradas y logaritmos naturales
El procedimiento de actualizacién de las tensiones necesita de
la evaluacion de:

E = In(U®) = In(/ Fe" Fe) = In(~/Ce) (45)

Es importante notar que esta expresion se utilizara para evaluar
deformaciones totales, por lo que se necesita una aproximaciéon que
proporcione resultados precisos en todo el rango de elongaciones.
Para esto se propone utilizar un aproximante de Padé de cuarto
orden expandido en el entorno de la matriz identidad [21]:

In VR = 3(x + I)(x - 1)[202 + 4x +1)] " (46)

donde x e R3*3 e I es la matriz identidad. La precisién de esta
aproximacién fue evaluada para tensores de deformacién asociados
a elongaciones en el rango 0,6 <\ <1,4. En todos los casos el error
relativo se mantuvo en el rango entre 10~ y 10~3, por lo que la
precision de la aproximacion se consider6 aceptable.

5.1.2. Mapeos exponenciales
El mapeo exponencial se utiliza para actualizar el gradiente de
deformacién inelastico al final del paso de tiempo t+ At:

t+AtFi - exp(tJrAtai Al’)Fi (47)
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Se propone evaluar este mapeo utilizando el siguiente aproxi-
mante de Padé de cuarto orden expandido en el entorno del tensor
nulo [21]:

exp(x) = P2(x) = (x? + 6x + 120)(x% — 6x + 121) "' (48)

Pruebas preliminares demostraron que la desviacién del det(F')
de la unidad después de utilizar la aproximacién (48) para miles de
pasos de tiempo nunca superé +10~8, por lo que la precisién de la
aproximacion se juzgé aceptable.

5.2. Cdlculo de la matriz de rigidez tangente

La matriz de rigidez tangente en t+ At es:

dAc(Ag)

o€ (49)

t+At

Esta se podria evaluar de forma analitica, pero la deduccién para
el modelo de A-B es un tarea complicada y laboriosa (véase, por
ejemplo, Peric y Dettmer [13]). Como se privilegia en este trabajo
la implementacién rapida de nuevas ideas, se reserva la deduccién
de las expresiones analiticas para etapas posteriores del trabajo. Se
propone aqui un procedimiento numérico para la evaluacién de la
matriz de rigidez tangente que puede ser facilmente adaptado para
eventuales modificaciones del modelo.

Segiin el conocimiento de los autores, el Ginico antecedente
sobre el calculo numérico de la matriz de rigidez tangente para una
formulacion lagrangiana total es el trabajo de Miehe [22], quien
utiliza una sofisticada técnica de perturbacién. Teniendo como
prioridad la simplicidad y la versatilidad, se propone en este tra-
bajo utilizar una técnica mas sencilla inspirada en las ideas de Kojic
y Bathe [23].

La aproximaciéon numérica de la expresion (49) para una formu-
lacién lagrangiana total es
AT N SAo t+Ato.(Fe7 Fi, t+AtI~:) _ t+Ato-(Fe7 Fi, t+AtF)

BAs ~ SAg 8
t+At5 _ t+AtU

-—=7 (50)

La evaluacién de la ecuacién (50) requiere la perturbacién del
gradiente total de deformacién, cuya expresion en la configuracién
espacial es:

t+At'F —du t+AtF (5])
donde:
dU =1+ 8¢ (52)

es el tensor de perturbacién.

La perturbacién (51) se aplica 6 veces para calcular las 6 com-
ponentes independientes del tensor dU. Luego, cada conjunto
{F‘?,F",”AfF‘} se utiliza como entrada del algoritmo de actua-
lizacién de las tensiones para obtener +4t5, que finalmente se
reemplaza en la expresion (50) para calcular cada una de las 6
columnas de la matriz de rigidez tangente.

Con el objetivo de asegurar la precisién del calculo, el tamafio
de la perturbacién d debe mantenerse relativamente pequefio
respecto a la norma euclidiana del incremento del tensor de defor-
maciones:

8 = a||Ag|| (53)

donde el valor del coeficiente o es dado por el usuario.

A partir de la experiencia adquirida durante este trabajo, se
seleccioné el valor ov=10-3, aun cuando valores de hasta o=10"3
arrojan resultados razonables. Valores o< 10> reducen los resi-
duos en las ecuaciones de equilibrio, pero sin disminuir el nimero

total de iteraciones necesarias para alcanzar el equilibrio. A pesar
de su sencillez, y como se demostrara con los ejemplos en la seccién
6, la estrategia antes descrita es eficiente y robusta.

5.3. Algoritmo de integracioén implicito

La implementacién del algoritmo de integracién implicita para
el modelo de A-B es tal y como se describe a continuacion:

1. Los tensores {F, F¢, F, "AtF} se conocen al comienzo de cada
paso de integracién. El usuario especifica el valor de 6 en el
rango 0,5<0<1.

2. Realizar las siguientes asignaciones:

tHOAtE 9t+0AtF+ (1- 9)F
Aty = 0At

3. Calcular F¢, = t+0AtF Fi'' (véase la ecuacion (20)) y EC. =

Iny/Flin TFgl.a“ con la aproximacién de Padé P%(x) de la ecua-
cion (46).

4. Calcular 651.,1“ y)_\iria“ con las expresiones (8) y (11), respecti-

vamente. Utilizar F como argumento de entrada.
~Vp _ e fe ~B re
5. Calcularo,;, = 2u®dev(E], ) — 0ppq CONIAEL, | calculada

enelpaso3yel 65ia11 calculado en el paso 4.

6. Calcular 74g11 ¥ Niriaiq con las expresiones (16) y (17), respec-
tivamente. Utilizar 6;’5(1“ como argumento de entrada.
7. Calcular los siguientes tensores:

T; =B
T> = T1 Nyian
T3 = Ngyig1 T2

Ty = dev(Efriall)
Ts = dev(T1)

8. Calcular los coeficientes del sistema no lineal de ecuaciones
dado por (37) y (38) con los tensores calculados en el paso 7:

c11 =tr(Tq)

12 = 2Atg tr[sym(T>)]

C13 = Atgtr(T3)

€21 =2u°Ty : Ngiai1

Co2 =2t Aty

€23 = —T5 : Nyiar1

Co4 = —2Atpdev[sym(T)] : Niiai1

Cy5 = —AtgdeV(T3) * Nerial

9. Utilizar las ecuaciones (42) y (43) para calcular Ff,, , ¥
luego, con estos, los valores de )_\in.alz Y Ttrial2 asociados.

10. Realizar las siguientes asignaciones:

i
Foian ¥

t+0At _ : yi yi
Mower = MinN {}\triall ’ AtrialZ}

t+0At _ i i
Aupper = Max {)‘m'an ’ )‘m'alz}

Tlow = min {ftriall ) Ttrialz}
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11. Reemplazar \ por f+9A‘Aupper enfo(t, A) = 0y determinar T con
el método de Newton-Raphson. Utilizar 7y, como estimacién
inicial.

12. Reemplazar \ por 04t} enfo(t, A) = 0 y determinar el 7
con el método de Newton-Raphson. Utilizar la solucién de
obtenida en el paso anterior como estimacién inicial.

13. Asignar el mayor de los 2 valores de 7 calculados en los pasos
11y 12 a 04 y el menor a 048t o

14. Calcular las estimaciones iniciales para el método de Newton-
Raphson como sigue:

t+OAt t+0At t+OAt t+0At
A 2 Tupper + M Tower TP Aupper + T Aiower
{ To, Ao } = ) s 5

15. Calcular la solucién del sistema de ecuaciones dado por la (37)
v 1a (38) con el método de Newton-Raphson. Utilizar { 7o, Ao }
como estimaciones iniciales.

16. Calcular t*94ty con la ecuacién (15).

17. IFt*94ty Aty <0, 15 THEN

GOTO paso 18.
ELSE

Reiniciar el algoritmo de integracién con un incremento de
tiempo igual a la mitad del incremento actual.
ENDIF

18. Calcularlatasade deformacién inelastica “+0Atdi=t+6Aty N1,
donde t*94ty eslacalculadaen el paso 16y Nyq 1 €5 la calculada
en el paso 6.

19. Calcular H9ATFT = exp (“+9Atdi Aty) F' con la aproximacién de
Padé P%(x) dada en la ecuacion (48).

20. Calcular t+0Atge — t+0AtE t+6AtFi’1.
21. IF6=1 THEN

t+Atpe _ t+0Atpe

t+AtFi — t+9AtFi

ELSE
Recalcular +0Atdi a partir de t*0AtFe y t+0ALF
Utilizar la «<nuevan» tasa del gradiente de deformacién
t+0At gi para calcular t+AtEi _ exp (t+9AtaiAt) Fiyt+AtFe —
t+Atpt+Atpic!
ENDIF
22. Calcular t+AtEe = |n y/t+AtFe t+Atpel con la aproximacién de
Padé P%(x) dada en la ecuacién (46).
23. Calcular la tensiéon total de Cauchy,
7 [2pedev(t+ATEe) + ketr(“FATES)I], donde ke =(3A°+24°)[3.
24. Almacenar t*Atpe y t+Atfly reportar la tension total {* 41T,
25. Calcular la matriz de rigidez tangente de acuerdo con el proce-
dimiento dado en la seccién 5.2

t+AtT _

Resulta interesante comentar aqui que, en el contexto de los
analisis tridimensionales, el procedimiento de actualizacién de
las tensiones se llama 7 veces por iteracion. La primera llamada
es para el calculo del tensor de tensiones que reporta el pro-
grama de elementos finitos, mientras que las siguientes 6 se
utilizan para el cdlculo de la matriz de rigidez tangente. Una
alternativa para reducir el costo computacional del calculo de la
matriz de rigidez tangente serfa utilizar el par {+0AGG, t+6At7 Y,
calculado en el paso 15 para la primera actualizacién de las ten-
siones, como la estimacién inicial de las siguientes 6 Ilamadas
del método de Newton-Raphson. De esta forma se podrian evi-
tar los pasos 9-14 dedicados al refinamiento de las estimaciones
iniciales.

El desempefio global del algoritmo de integracion se evaluara
para 2 variantes en la seleccion de la matriz tangente y del resolve-
dor del sistema de ecuaciones global:

e La parte simétrica de la matriz de rigidez tangente en combi-
nacién con un resolvedor global simétrico. Esta estrategia tiene
2 beneficios: reduce el nimero de perturbaciones asociadas al
calculo de la matriz de rigidez tangente y aprovecha el mejor
desempefio del resolvedor para matrices simétricas (gradientes
conjugados) respecto de su contraparte para matrices no simé-
tricas (GMRES, por sus siglas en inglés).

Utilizar una matriz de rigidez tangente constante en combinacion
con un resolvedor para matrices simétricas. Esta opcién elimina
el costo asociado al calculo de la matriz tangente (solo precisa
ser calculada una Gnica vez) y aprovecha el mejor desempefio del
resolvedor para matrices simétricas.

6. Experimentos numeéricos

En esta seccién se presentan 3 ejemplos. Estos son, en orden
de complejidad creciente, un ciclo de carga-descarga de una barra
prismatica, la indentacién de un cilindro rigido en un bloque de
polietileno de peso molecular ultra alto (UHMWPE) y la compre-
sién de una corona circular con agujeros. Los 2 primeros ejemplos
se utilizan para verificar la implementacién y experimentar con el
ajuste de los parametros del algoritmo. Los resultados se comparan
con los obtenidos con un esquema de integracién explicito hacia
delante, que se desarrollé también como parte de este trabajo pero
cuyos detalles no se presentan aqui por limitaciones de espacio. El
tercer ejemplo muestra la capacidad del esquema de integracién
propuesto para resolver un problema complejo.

Las constantes de la ley constitutiva del material para los 3
ejemplos son las del UHMWPE del trabajo de Bergstrom et al.
[5]: u®=251,7 MPa, A®=2898 MPa, pul=6,52 MPa, AL =
2,92, % =1,284-10771/5y Tpgse = 0, 962 MPa En todos los casos
se utiliz6 el esquema de integracién completamente implicito
(0=1). Los tiempos de calculo que se reportan corresponden a los
de una notebook Dell Inspiron equipada con un procesador Intel
Centrino Duo processor de 1,86 GHz con 4 Gb de RAM.

6.1. Traccién y compresion uniaxial de una barra prismdtica

Se modela en este ejemplo un ciclo de traccién-compresién
uniaxial de la barra de dimensiones 2mm x2mm x1mm
(altura x ancho x espesor) que se ilustra en la figura 4a. El modelo
de elementos finitos se limita a un cuarto de la geometria del pro-
blema con las correspondientes condiciones de contorno sobre sus
planos de simetria (fig. 4b). Para la discretizacién se utilizé un ele-
mento lineal hexaédrico de 8 nodos de integracién reducida, C3D8R
[24].

Se estudian 2 casos de carga en los que se aplican los ciclos de
carga-descarga controlados por el desplazamiento y por la fuerza,
que se grafican en la figura 5a,c. Ambos ciclos de carga se extienden
por 32 segundos, divididos en 2 pasos de 16 segundos, el primero
para la carga y el segundo para la descarga. En el primer paso se
aplica alos modelos una elongacién Amax = 5. En el segundo paso del
caso controlado por el desplazamiento se recobra la longitud inicial
de la barra, mientras que para el caso controlado por la fuerza se
retirala carga aplicada, por lo que la barra queda con deformaciones
inelasticas permanentes.

La figura 5b,d muestra los resultados de tensién versus deforma-
cién paralos 2 ciclos de carga, mientras que la geometria deformada
del modelo se ilustra en la figura 4c. Se muestran también como
referencias en estas figuras los resultados calculados utilizando
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Figura 4. Tracci6én uniaxial de una barra: a) geometria completa del problema; b)
porcién discretizada del modelo; c) geometria deformada.
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Figura 5. Traccién uniaxial de una barra prismaticas: a) ciclo de carga controlado
por el desplazamiento; b) resultado de tensién vs deformacién del ciclo de carga
controlado por el desplazamiento; c) ciclo de carga controlado por la fuerza; d)
resultado de tensién vs deformacion del ciclo de carga controlado por la fuerza.

Tabla 1
Resultados sobre el desempefio del esquema de integracién implicito para el ejemplo
de la traccién uniaxial de una barra prismatica

Ciclo controlado por Ciclo controlado por

desplazamiento fuerza
Nimero total de 83 79
incrementos
Niamero total de 117 125
iteraciones de
equilibrio

el algoritmo de integracién explicito utilizando 10.000 pasos de
tiempo. Los acuerdos entre ambas soluciones son excelentes. Los
resultados sobre el desempefio del algoritmo en términos de los
naimeros de incrementos e iteraciones para alcanzar el equilibrio
global se muestran en la tabla 1.

A pesar de su similitud, los casos de carga controlados por la
fuerza y por el desplazamiento tienen distintos comportamientos
desde el punto vista computacional. El caso de carga controlado por
la fuerza mostroé ser el mas demandante, ya que requiri6 el mayor
nimero de iteraciones para alcanzar el equilibrio. Es interesante

Tabla 2
Desempeiio de los procedimientos de Newton-Raphson para el problema controlado
por la fuerza

Rango (min-max) Promedio
Iteraciones del paso #11 2-30 9
Iteraciones del paso #12 1-5 4
Iteraciones del paso #15 1-5 4

a 10 mm. b C
[

/

AR VARV
30 mm

D o o

Figura 6. Indentacién de un bloque de UHMWPE: a) geometria y condiciones de
contorno del problema; b) modelo deformado; c) vista tridimensional del modelo.

mencionar que cuando se utilizaron las matrices de rigidez simé-
trica y elastica constante (véase el Gltimo parrafo de la seccién 5.3),
el caso de carga controlado por la fuerza no alcanzé la convergencia,
mientras que el controlado por el desplazamiento lo hizo en ambos
€asos.

Segiin se presenté en la seccién 5.3, los procedimientos de
Newton-Raphson se utilizan 2 veces en el algoritmo de integra-
cién: en el refinamiento de la estimacién inicial (pasos 11 y 12)
y en la solucién del sistema no-lineal de ecuaciones (paso 15). La
tabla 2 muestra el nimero de iteraciones para el ejemplo contro-
lado por la fuerza. Se puede observar que los procedimientos para
refinar la estimacién inicial requieren un niimero importante de
pasos. Sin embargo, estos resultan en una estimacién inicial muy
precisa de las raices del segundo procedimiento, el que solo nece-
sita 4 iteraciones. En todos los casos, el residuo absoluto para los
procedimientos de Newton-Raphson fue seleccionado igual 1016,

6.2. Indentacion de un cilindro rigido en un bloque de UHMWPE

Este ejemplo consiste en la indentacién de un cilindro rigido en
un bloque de UHMWPE, segtn se ilustra en la figura 6a. El obje-
tivo de este ejemplo es verificar el desempefio del algoritmo en
el contexto de deformaciones no homogéneas y con contacto. El
radio del cilindro es de 10 mm y las dimensiones del bloque son
30mm x 60 mm (altura x ancho). El problema se resuelve simu-
lando un estado de tensién plana con un espesor de 1 mm. El
indentador se modela como un cilindro rigido analitico. Dada la
simetria del problema, solo se discretiza la mitad de su geometria
(fig. 6b,c). El bloque de UHMWPE se discretiza con 1.170 elementos
C3D8H, con solo un elemento en la direccién del espesor. La inter-
accion entre el indentador y el bloque se especifica como contacto
sin friccién. Segin se ilustra en la figura 7a, el ciclo de carga consiste
en 2 pasos de 16 segundos de duracién cada uno: en el primero se
fuerza al indentador a penetrar 3 mm en el bloque (30% del radio del
indentador) y en el segundo se regresa el indentador a su posicién
inicial.

Los resultados se presentan en las figuras 6b y 7b. La figura 6b
ilustra la geometria deformada del problema junto con los contor-
nos de la tensién equivalente de von Mises cuando el indentador
alcanza la maxima profundidad. El grafico de la figura 7b muestra
el registro fuerza versus la deformacién del algoritmo implicito
junto con la solucién de referencia calculada con el algoritmo
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Figura 7. a) Ciclo de desplazamiento del indentador; b) registros fuerza vs despla-
zamiento del indentador.

explicito. Una vez mas, se observa un excelente acuerdo entre
ambas soluciones.

Se investigd el desempefio del esquema de integraciéon para 3
combinaciones de la matriz de rigidez tangente y el resolvedor del
sistema global de ecuaciones: la parte simétrica de la matriz tan-
gente en combinacién con el resolvedor para matrices simétricas,
la matriz tangente completa con el resolvedor no simétrico y la
matriz tangente elastica con el resolvedor simétrico. Los resulta-
dos se muestran en la tabla 3. Se puede observar que el nimero de
incrementos cuando se utiliza la matriz tangente elastica dobla al
de la matriz tangente completa, mientras que el nimero de itera-
ciones es 3,5 veces mayor. También se observé que, en contraste con
el ejemplo de la barra traccionada, el algoritmo precisa del mismo
naimero de incrementos e iteraciones de equilibrio para la matriz
derigidez tangente simetrizada y para la matriz de rigidez tangente
completa. Sin embargo, debe considerarse que este ejemplo invo-
lucra, ademas de la no linealidad del material, la no linealidad de
la condicién de contacto, por lo que resulta complicado asociar su
desempefio Gnicamente a la naturaleza de la matriz tangente.

6.3. Compresion de una corona circular con agujeros

Este ejemplo consiste en la aplicacién de un ciclo de carga-
descarga en la direccién diametral de una corona circular de
UHMWEPE. La geometria del ejemplo se ilustra en la figura 8a. Los
radios externo e interno de la corona son de 10 y de 5 mm, respec-
tivamente. Los radios de los agujeros en la pared de la corona son
de 1,25 mm. El problema se resuelve utilizando un modelo tridi-
mensional de espesor unitario para la corona y una cascara rigida
para modelar el plato de compresién. Solo se discretiza la octava
parte del modelo (sector de color gris en la fig. 8a) con las corres-
pondientes condiciones de contorno sobre sus planos de simetria.
El contacto entre la corona y el plato de compresién se considera
libre de friccién.
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Figura 8. Compresion de una corona circular: a) geometria del ejemplo y discreti-
zacion; b) malla gruesa; c) malla intermedia; d) malla fina.
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Figura 9. Compresioén de la corona circular: resultados para el registro fuerza vs
desplazamiento.

El problema se resolvi6é para los 3 tamafios de elemento que
se ilustran en las figura 8b-d: 1 mm (malla gruesa), 0,5 mm (malla
intermedia) y 0,3 mm (malla fina), respectivamente. En los 3 casos
se utilizaron los elementos hexaédricos estandar de 8 nodos (C3D8)
y cuila de 6 nodos con integracién reducida (C3D6). Para calcular
la solucién de referencia con el algoritmo explicito se utilizé una
malla atin mas fina, con un tamafio de elemento de 0,25 mm.

La soluciébn con la malla gruesa precisé 166 incrementos,
mientras que las mallas intermedia y fina precisaron 204 y 234
incrementos, respectivamente. Los resultados se presentan en las
figuras9y 10.Enlafigura9se graficalafuerzadereacciéon enel plato
como funcién de su desplazamiento vertical. Se observa que con
el refinamiento de la discretizacién las soluciones implicitas con-
vergen hacia la solucién explicita de referencia. Las soluciones de
las mallas intermedia y fina son casi coincidentes. Las diferencias
entre estas soluciones en puntos caracteristicos de la curva, tales



180 I. Tomas et al / Rev. int. métodos numeér. cdlc. disefio ing. 2015;31(3):171-181

Tabla 3

Desempefio del algoritmo de integracién para varias combinaciones de la matriz de rigidez tangente y el resolvedor del sistema de ecuaciones global. Los resultados

corresponden al ejemplo de la indentacién del bloque de UHMWPE

Matriz tangente
simetrizada +

Matriz tangente
completa + resolvedor

Matriz tangente
constante + resolvedor

resolvedor simétrico no simétrico simétrico
Nimero total de incrementos 69 69 132
Namero de iteraciones de equilibrio 176 176 612
Tiempo total de CPU (s) 443 566 837

a [5use

(Avq: 75%)

+3:5366+00

b 5, Mises
Civg: 75%)
431316401

+1.395+00

Figura 10. Configuraciones deformadas con los contornos de la tensién equivalente
de von Misses para: a) el momento de maxima carga, y b) al final del ciclo de carga-
descarga (tensiones y deformaciones remanentes).

como la carga pico para la maxima fuerza de compresién (113 N) y
el desplazamiento al momento de la pérdida de contacto entre la
coronay el plato de compresién durante la descarga (4,20 mm), son
menores del 0,5%. La figura 10 ilustra la geometria deformada de
la corona con el mapa de colores de la tensidon equivalente de von
Mises para el momento de maxima cargay al final de la simulacién.

Los resultados obtenidos muestran la robustez del esquema de
integracién implicito para resolver un problema demandante, que
involucrarotaciones importantes de las direcciones de las tensiones
y deformaciones principales durante la historia de carga.

7. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una implementacién simple y
versatil de un esquema de integracién implicito del modelo visco-
plastico de A-B.

El esquema propuesto utiliza el método de Euler hacia atras en
combinacién con procedimientos estandar para la actualizacién de
las tensiones en la configuracion relajada. Mediante la utilizacién
de simplificaciones y aproximaciones, el nicleo del esquema de
integracién se reduce a la solucién para cada paso de tiempo de
un sistema de 2 ecuaciones no lineales que tiene como incégnitas
la tensién de corte y la elongacién inelastica efectivas. El sistema
se resuelve de forma eficiente utilizando un procedimiento en 2
etapas. En la primera se encapsula la solucién con significado fisico
y se calcula una estimacién inicial de la solucién. Esta estimacién
sirve de semilla para resolver el sistema con un método de Newton-
Raphson con 2 variables en la segunda etapa.

Con la tdnica excepcién de los procedimientos de Newton-
Raphson antes mencionados, el esquema de integracién propuesto
no requiere procesos iterativos. El procedimiento prescinde del

calculo de autodescomposiciones, descomposiciones polares y
matrices de rotacion. Las raices cuadradas, exponenciales y logarit-
mos naturales de tensores de segundo orden se calculan utilizando
aproximantes de Padé de alto orden. La matriz de rigidez tangente
se calcula con un esquema de diferencias finitas. Como resultado,
el algoritmo para la actualizacién de las tensiones es muy senci-
llo, pero al mismo tiempo muy preciso y relativamente eficiente en
términos de costo computacional.

El esquema de integracion se implement6 como una rutina de
material definido por el usuario del software de elementos finitos
ABAQUS. Su precision, su estabilidad y su eficiencia se investigaron
y demostraron con una serie de ejemplos para los que se compara-
ron las soluciones con las que resultan de utilizar un esquema de
integracién explicito. Como resultado, se dan una serie de recomen-
daciones para ajustar el tamafio del incremento de deformacién
inelasticaylos residuos de los procedimientos de Newton-Raphson.
Con el objetivo de mejorar el desempeiio global de la implemen-
tacion se exploré la utilizacién de matrices tangentes simétricas
(simetrizada y elastica constante). Los resultados en este sentido
mostraron que para algunos casos las matrices de rigidez constan-
tes no permiten alcanzar la convergencia, por lo que es mandatorio
utilizar la matriz completa. En otros casos se obtuvo un beneficio
marginal, observandose que la reduccién del tiempo de calculo por
utilizar las matrices simétricas se compensa por el menor nimero
de iteraciones asociados al uso de la matriz completa.

Es la intencién de los autores que el esquema de integracién
propuesto sea un punto de partida para la rapida implementaciéon y
experimentacién de nuevos modelos constitutivos para polimeros
y biomateriales desarrollados sobre la base del modelo de A-B.
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