Rev. int. métodos numér. calc. disefio ing. 2016;32(2):100-109

e Revista Internacional de Métodos Numéricos para
oy ;, Calculo y Disefio en Ingenieria

i i

.

www.elsevier.es/rimni

Elementos finitos mixtos estabilizados para flujos confinados L‘!)L.mh,m
de Bingham y de Herschel-Bulkley. Parte I: Formulacion

E. Moreno® y M. Cervera®*

2 Departamento de Ordenacion de Cuencas, Ingenieria Forestal, Universidad de los Andes, ULA, Via Chorros de Milla, 5001, Mérida, Venezuela
b Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria (CIMNE), Universidad Politécnica de Catalufia, UPC, Médulo C1, Campus Norte, Jordi Girona 1-3, 08034, Barcelona, Espafia

INFORMACION DEL ARTICULO RESUMEN
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Los fluidos viscoplasticos se caracterizan por presentar una tension de corte minima, denominada
Palabras clave: tensién de fluencia. Por encima de esta tensién de corte minima el fluido comienza a moverse. En caso
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de no superarse esta tension de fluencia, el fluido se comporta como un cuerpo rigido o cuasirrigido, con
velocidad de deformacién nula.
Se presentan inicialmente las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. Se incluye una

Fluidos viscopldsticos revision de los modelos reoldgicos viscoplasticos. Se hace una descripcion detallada de los mismos. Se
Modelo de Bingham describen los modelos viscoplasticos regularizados de Papanastasiou. Se proponen modelos regularizados
Modelo de Herschel-Bulkley de doble viscosidad como alternativa a los cominmente usados.

Se formula el modelo discreto, asi como la formulacién estabilizada con los métodos de subescalas
algebraica (Algebraic SubGrid Scale [ASGS]), de subescalas ortogonales (Orthogonal Subgrid Scale [0SS]) y
de subescalas ortogonales desacopladas (split-0OSS).

La metodologia descrita en este trabajo proporciona la base para el desarrollo de una herramienta
computacional para estudiar flujos viscoplasticos confinados, muy comunes en la industria.
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ABSTRACT

l<8yv{/¢?fd5¢ ) This work presents a methodology for the solution of the Navier-Stokes equations for Bingham and
Stabilized finite elgments Herschel-Bulkley viscoplastic fluids using stabilized mixed velocity/pressure finite elements. The theo-
Orthogonal sub-grid scales 0SS retical formulation is developed and implemented in a computer code.
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Viscoplastic fluids are characterized by a minimum shear stress called yield stress. Above this yield
stress, the fluid is able to flow. Below this yield stress, the fluid behaves as a quasi-rigid body, with zero
strain-rate.
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First, the Navier-Stokes equations for incompressible fluid are presented. A review of the viscoplastic
rheological models is included, with a detailed description of these models. The regularized viscoplas-
tic models due to Papanastasiou are described. Double viscosity regularized models are proposed as an
alternative to the models commonly used.

The discrete model is developed, and the Algebraic SubGrid Scale (ASGS) stabilization method, the
Orthogonal Subgrid Scale (OSS) method and the split orthogonal subscales method are introduced.

The methodology proposed in this work provides a computational tool to study confined viscoplastic

flows, common in industry.

© 2014 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espafia, S.L.U. This is an open
access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Introduccion

En el presente trabajo se presenta la formulacién continua y su
correspondiente versién discreta para modelos de elementos fini-
tos mixtos velocidad/presion de flujos confinados viscoplasticos de
Bingham y de Herschel-Bulkley.

Los fluidos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley
son fluidos no-newtonianos que se caracterizan por presentar una
tensién de corte minima, denominada «tensién de fluencia». Por
encima de esta tensién de corte minima el fluido comienza a
moverse. En caso de no superar esta tensién de fluencia, el fluido se
comporta como un cuerpo rigido o cuasirrigido, con velocidad de
deformacién nula.

En la industria, los fluidos de Bingham pueden modelar el
comportamiento de las pinturas, de los plasticos, de productos ali-
menticios como la mayonesa y el kétchup, entre otros. Los fluidos
de Herschel-Bulkley incluyen, por ejemplo, el comportamiento de
las pastas, algunos geles y los fluidos de perforacién. En el medio
ambiente, estos fluidos pueden modelar flujos de detritos, entre
otros.

El movimiento de los fluidos isotérmicos se describe mediante
las ecuaciones de conservacion de masay momentum, representado
por las ecuaciones de Navier-Stokes. Numerosos ensayos experi-
mentales han demostrado que las ecuaciones de Navier-Stokes bajo
condiciones isotérmicas describen exactamente el flujo incompre-
sible de los fluidos. Las ecuaciones de Navier-Stokes requieren de
una ecuacién constitutiva para caracterizar el tipo de fluido. Esta
ecuacion define el valor de las tensiones en funcién de la dina-
mica del flujo y esta asociada con la viscosidad del fluido (modelo
reolégico).

El modelo que dio inicio al estudio de los materiales visco-
plasticos fue el modelo plastico de Bingham [1], formulado por
Eugene C. Bingham para describir el comportamiento de las pintu-
ras. Elmodelo de Herschel-Bulkley [2] se considera como un modelo
generalizado de Bingham, aunque ha sido menos estudiado que el
modelo de Bingham.

Ambos fluidos exhiben una fuerte discontinuidad en su compor-
tamiento reolégico debido a la existencia de la tensién de fluencia
que es dificil de tratar numéricamente. Para solventar este pro-
blema, autores como Bercovier y Engelman [3], Tanner y Milthorpe
[4] y Beris et al. 5], entre otros, han propuesto diferentes formula-
ciones regularizadas. Tanner y Milthorpe fueron los primeros que
simularon el problema utilizando un modelo de doble viscosidad
aplicable a ambos fluidos. Beris y sus colegas centraron sus estu-
dios en el fluido de Bingham, utilizando el criterio de Von Mises
[6] en las zonas de no fluencia y el modelo ideal de Bingham en
la zona de fluencia. En 1987, Papanastasiou [ 7] propuso un modelo
regularizado aplicable tanto en las zonas de no fluencia como en las
zonas de fluencia para estos 2 fluidos. Souza Mendes y Dutra (SMD)
[8] han propuesto recientemente una modificacién del modelo de
Papanastasiou.

En el presente trabajo se proponen nuevos modelos regulari-
zados para el fluido de Bingham y el fluido de Herschel-Bulkley

como alternativa a los modelos regularizados comdnmente
usados.

En el caso de los materiales viscoplasticos, el método numé-
rico mas utilizado es el método de los elementos finitos (MEF)
[7,9-11].Paraabordar el problema de flujo incompresible mediante
el MEF, se emplea la formulacién mixta de velocidad/presion (u/p).
La formulacién estindar de Galerkin presenta 2 fuentes de inesta-
bilidades.

La primera es la presencia del término convectivo en las ecua-
ciones de gobierno que puede resultar en oscilaciones numéricas
en el campo de la velocidad. La segunda fuente de inestabilidad es
la combinacién inapropiada de espacios de interpolacién para los
campos de velocidad y presién. Esta falta de estabilidad produce
oscilaciones numéricas en el campo de las presiones. Para que el
problema discreto sea estable, los espacios de interpolacién usados
para la velocidad y la presién deben satisfacer la condicién inf-sup
de compatibilidad o condicién de Babuska-Brezzi [12]. La formula-
cién de igual interpolacién lineal usada en este trabajo no cumple
con la condiciéon Babuska-Brezzi [13].

En ambos casos el problema necesita estabilizarse para poder
probar convergencia a la solucién del problema. Los métodos de
estabilizacién mas usados en la actualidad estan basados en los
métodos de subescalas. Hughes fue el pionero en estos métodos
de subescalas (SubGrid Scale [SGS]), proponiendo el método de
estabilizacién de subescalas algebraicas (Algebraic SubGrid Scale
stabilization method [ASGS]) [14] para una ecuacién escalar de
difusién-reaccién. Codina[15] amplié esta aproximacién algebraica
aplicandola a sistemas escalares multidimensionales.

Posteriormente, Codina [15] propuso adoptar un espacio
de subescalas ortogonales al espacio de los elementos finitos,
fundamentando asi el método de estabilizacién de subescalas
ortogonales (Orthogonal Subscale Stabilization method [OSS]). El
método OSS se ha aplicado al problema de Stokes, al problema de
conveccién-difusién-reaccién y a las ecuaciones de Navier-Stokes,
entre otros [15,16]. La estabilizacién OSS ha sido reformulada en
una nueva versiéon del método llamada estabilizacién split-OSS [17],
computacionalmente mas ventajosa. Actualmente se usan en pro-
blemas muy variados, tanto de mecanica de fluidos [15,17-21]
como de mecanica de sélidos [19,22-31].

En la parte1 de este trabajo se presenta el problema del flujo
confinado con un amplio desarrollo de los modelos constituti-
vos para flujos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley,
asi como los modelos viscoplasticos regularizados propuestos en
este trabajo. Finalmente, se presenta el modelo discreto incor-
porando los modelos de Bingham y de Herschel-Bulkley. Como
métodos de estabilizacién se discuten los métodos ASGS, OSS y
split-0SS.

2. Modelo continuo para el problema del flujo confinado
El problema continuo de dindmica de fluidos incompresibles

e isotérmicos puede resolverse completamente considerando las
ecuaciones de Navier-Stokes.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

102 E. Moreno, M. Cervera / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2016;32(2):100-109

Las ecuaciones de Navier-Stokes, planteadas inicialmente para
fluidos newtonianos, pueden usarse conjuntamente con los mode-
los reolégicos viscoplasticos de Bingham y Herschel-Bulkley en la
ecuacién constitutiva.

Considérese €2, un dominio abierto y acotado dimensional de R¢,
donde d=2 o0 3 es el nimero de dimensiones del espacio, '= 9% es
su contorno, que puede ser dividido en el contorno con condiciones
de Dirichlet (velocidad impuesta) 'y = 924 y el contorno con condi-
ciones de Neumann (tracciones impuestas) I', = 92, de forma que
'=T,yul}y, [0, T] es el intervalo de tiempo de analisis.

El problema de Navier-Stokes consiste en encontrar una veloci-
dad u y una presién p tal que:

p(du+u-Vu)-V.o=f (1)
con
V.o=-Vp+V.7 (2)
y
V.u=0 (3)

en 2, te [0,t], donde o es el tensor de tensiones, T es el tensor de
tensiones desviadoras, f es el vector de fuerzas de volumen y p es
la densidad del fluido.

A esas ecuaciones deben afiadirse condiciones iniciales de la
formau=uq en €2, to =0y condiciones de contorno:

Condiciones de Dirichlet:

u=u en [y x]|0,t¢] (4)
Condiciones de Neumann:
n-o=t en I, x|[0,t] (5)

donde n es el vector unitario normal al contorno 9€2. Por simpli-
cidad se tomara en el contorno I'y la velocidadu =0, t € [0, T]. El
vector t es el vector de traccién sobre el contorno con condiciones
de Neumann.

3. Lineas de corriente

Las lineas de corriente son curvas tangentes en cada punto
al campo de velocidades. En un flujo estacionario, las lineas de
corriente no varian con el tiempo, mientras que en flujo transitorio
si lo hacen.

Las lineas de corriente para un flujo bidimensional con un campo
de velocidades u=(uy,uy) coinciden con las lineas de nivel de la
funcién ¢, solucién de la ecuacion laplaciana:

duy  Juy

2 j— -
Vil y) = G - (6)

con la condicién de contorno ¢ =0.
4. Ecuacion constitutiva para fluidos viscoplasticos

La ecuacién constitutiva relaciona las tensiones con la presién y
la velocidad de deformacién. En el caso de los fluidos, esta relaciéon
se denomina también modelo reolégico.

El tensor de tensiones o se descompone en su parte volumétrica
y desviadora como:

o=-pl+1 (7)

donde p es la presion, I es el tensor de identidad de segundo orden
y T es el tensor de las tensiones desviadoras.

Para un fluido newtoniano, usando la hipétesis de Stokes y
usando la ecuacién de incompresibilidad, el tensor desviador de
tensiones se expresa como:

T =2/6e(u) (8)

Bingham ideal

v

H—Hy

Figura 1. Curvas reolégicas. Modelo bilineal.

donde u es el vector de velocidades, u es la viscosidad dindmica
(constante en caso de fluido newtoniano) y €(-) es el gradiente
simétrico de la velocidad:

e(u) = %(Vu +Vu') = Véu (9)

donde vu es el gradiente de la velocidad y (vut) es la transpuesta
del mismo.

El valor de la magnitud del tensor de la velocidad de deforma-
cién, v, se toma como la raiz del segundo invariante del tensor
simétrico:

Yy =1/2¢€(u): g(u) (10)

La magnitud del tensor desviador o tensién efectiva, 7, se toma
como la raiz del segundo invariante del tensor de las tensiones
desviadoras:

‘L’:H%]zzq/%(‘t:‘t) (11)

De acuerdo con lo anterior, la ecuacién (7) se puede escribir
como:

o = —pl+2ue(u) (12)

Dependiendo de los valores de la viscosidad en funcién de la
velocidad de deformacién, ;& = 1 (), pueden distinguirse diferen-
tes ecuaciones constitutivas que representan diferentes modelos
reolégicos no-newtonianos. Un amplio nimero de estos materia-
les pueden verse en Bird et al. [32]. Se estudian en este trabajo los
modelos para fluidos viscoplasticos, en particular para el modelo
de Bingham y de Herschel-Bulkley.

4.1. Modelo ideal de Bingham

Eugene C. Bingham describié las pinturas con este modelo en
1919, publicado en su libro Fluidity and Plasticity [1]. El modelo fue
analizado por Oldroyd [33], Reiner [34] y Prager [35]. Los plasti-
cos de Bingham requieren de una tensién de corte minima, ty, a
partir de la cual comienzan a moverse (fig. 1).

En el modelo de Bingham la viscosidad esta dada por:

. Ty
U(V)=Ho+ = parat>Ty
Y (13)

y=0 parat <7y

donde 1 es la viscosidad plastica, y la viscosidad aparente u(y)
disminuye con el incremento en la magnitud de la velocidad de
deformacién y; T es la magnitud del tensor de tensiones desviado-
ras.
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En consecuencia, el tensor de tensiones desviadoras es:

T=2 (,uo + Ly) &(u) parat> Ty
v (14)

y=0 parat<Ty

Para definir si una particula del fluido se mueve o no, es decir,
si esta en fluencia o no, se comprueba si la magnitud del tensor
de tensiones desviadoras, t, excede o no el valor de la tensién de
fluencia, ty. Cuando la magnitud del tensor de tensiones del fluido,
7, supera la tensién de fluencia, el comportamiento es similar al
de un fluido newtoniano; en caso contrario, el fluido no presenta
deformaciones por corte.

4.1.1. Magnitudes adimensionales
4.1.1.1. Nimero de Bingham. Para estudiar flujos de Bingham se
define un nimero adimensional denominado nimero de Bingham,
Bn. El nimero de Bingham, sugerido por Bird et al. [32], se define
como:

TyH
Bn = G (15)
donde V es una velocidad caracteristica del flujo viscoplastico, H
es una longitud caracteristica y u es la viscosidad del fluido de
Bingham.

El niimero de Bingham relaciona la tensién de fluencia, 7y, conla
tensién ocasionada por una velocidad de deformacién caracteristica
(o= %)

En el caso de un fluido newtoniano el valor Bn es nulo, Bn =0; en
el limite opuesto, para fluidos en no fluencia (sélido) el nimero de
Bingham puede tener valores muy altos, Bn — o [10].

4.1.1.2. Tensién adimensional de fluencia. En flujos viscoplasticos es

conveniente mostrar los resultados en funcién de una tension de

fluencia adimensional, 7y, definida por Papanastasiou [7] como:
yH

=2 (16)
JA%Y

donde Vy es una velocidad caracteristica tomada como la veloci-

dad promedio del liquido newtoniano de la misma viscosidad del

modelo viscoplastico.

4.1.1.3. Niimero de Reynolds. El nimero de Reynolds, Rn, define si
el régimen del flujo es laminar o turbulento. El empleado en este
trabajo es el que Scott et al. [36] y Mitsoulis y Huilgol [37], entre
otros, usan en trabajos previos para flujo newtoniano. Para el flujo
laminar de Bingham:

VgH
Re = p-2— 17
o m (17)

donde p es la densidad del fluido, Vp es la velocidad promedio del

flujo, H es una longitud caracteristica y w es la viscosidad para el
fluido de Bingham.

4.2. Modelo ideal de Herschel-Bulkley

En el modelo plastico de Herschel-Bulkley [2]| se combinan la
tensién de fluencia y la ley potencial. En el modelo de Herschel-
Bulkley la viscosidad aparente esta dada por:

w@ =k '+ 2 para > T
Y (18)

y=0 para T1<7y

Al igual que para el modelo de Bingham, los materiales de

Herschel-Bulkley requieren de una tensién de corte minima, 7y,
para que el material fluya. Para niveles de tension por encima de

la tensién de fluencia, el material fluye con una relacién no lineal
tensién-velocidad de deformacién como un fluido pseudoplastico
(n<1)odilatante (n>1) determinado por el exponente de la ley de
potencia (n).

El tensor desviador resulta:

T=2 (k)‘/"‘1 + 3) €(u) para T> 1y
Y (19)

y=0 para <7y

Sin=1, se tiene el fluido de Bingham como caso particular [35] y
elindice de consistencia esigual ala viscosidad plastica del material
k=po. Si la tension de fluencia es nula, Ty =0, se recupera la ley
potencial.

4.2.1. Magnitudes adimensionales

4.2.1.1. Nimero generalizado de Bingham. Para materiales que
obedecen el modelo de Herschel-Bulkley se define el nimero gene-
ralizado de Bingham, Bn* o nlimero de Oldroyd [33], Od, como:

=2y (20)

Bnx =0d = k(%)n =1 \v

donde 7y es la tension de fluencia, H es una longitud caracteristica,
k es el indice de consistencia y n es el indice potencial. La velocidad
V es una velocidad caracteristica.

4.2.1.2. Nimero de Reynolds. El nimero de Reynolds usado en flu-
jos de Herschel-Bulkley viene dado por la ley potencial [4,38]:

VH E(H)"
v

Re=p——==p

(21)
k(%)n—l k

5. Modelos viscoplasticos regularizados. Fluido de Bingham

Los modelos reolégicos ideales con tensién de fluencia presen-
tan 2 problemas:

e Existe una singularidad para la viscosidad cuando la velocidad de
deformacién es nula.

e Ademads, en algunos casos no esta acotada la funcién de la
viscosidad cuando la velocidad de deformacién tiende a cero

lim # — oo .
y—0

Estos problemas no constituyen una limitacién en soluciones
analiticas para problemas simples, pero si constituyen un serio
inconveniente de cara a la solucién numérica [7,39,40].

Para evitar estas dificultades y lograr una conveniente for-
mulacién computacional, se han propuestos diferentes modelos
regularizados.

Un modelo muy utilizado es el modelo de doble viscosidad,
inicialmente propuesto por Tanner y Milthorpe [4]. Otro de los
modelos mas usados en nuestros dias es el modelo de Papa-
nastasiou [7]. Souza Mendes y Dutra (SMD) [8] han propuesto
recientemente una modificacién del modelo de Papanastasiou.

5.1. Modelo de Tanner y Milthorpe

El modelo introducido originalmente por Tanner y Milthorpe [4]
es un modelo con doble viscosidad lineal que regulariza el fluido de
Bingham.

Este modelo de doble viscosidad sustituye el comportamiento
rigido del modelo ideal para valores de tensiones por debajo de la
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A | Bingham ideal |

Bingham-Papanastasiou

D

7
Figura 2. Modelo regularizado de Papanastasiou para el fluido de Bingham con
diferentes valores del parametro de regularizacién, m.

tension de fluencia por una dependencia lineal entre la tensién y la
velocidad de deformacién. El modelo para el fluido de Bingham es:

T . .
. Mo + —y paray > yc
w(y) = 4 (22)
Mr paray < yc

donde u; eslaviscosidad criticay y. es la velocidad de deformacién
critica. Para esta velocidad de deformacién critica la tension es:

MrVe = oYe + Ty (23)
Por tanto, la velocidad de deformacion critica es:
. Ty
Vo= —"""+ (24)
7 wr— o
El valor de ur debe ser grande para aproximar el modelo ideal.
Una buena aproximacién recomendada por Beverly y Tanner es
tomar 300 < Z—g < 1000.
El inconveniente de este modelo es que para la viscosidad critica
se tiene una tensién critica t. algo mayor que la tension de fluencia,
como se muestra en la figura 1. Esta tension critica es:

R S 25
y y

Hr — Mo
5.2. Modelo de Papanastasiou

Uno de los intentos por solventar la limitacién debida a la sin-
gularidad de la viscosidad para y — 0 se debe a Papanastasiou [7],
que propuso una regularizacién exponencial para el término de la
tension de fluencia del modelo de Bingham. La misma idea se ha
usado posteriormente con el modelo de Herschel-Bulkley.

La ventaja que presenta el modelo es que describe con una
sola ecuacion tanto las zonas de fluencia como las de no fluencia,
mediante una funcién suavizada de la viscosidad que depende de
la velocidad de deformacion y de un parametro de regularizacién
(m), modificando la viscosidad aparente w(y) del modelo ideal de
la manera:

() = o + ’—yy (1 - exp(-my)) (26)

En la figura 2 se puede apreciar la influencia del parametro de
regularizacién m.

La viscosidad en la ecuacién (26) esta acotada cuando el gra-
diente de la velocidad de deformacién tiende a cero. Desarrollando
en serie de Taylor y despreciando los términos de mas de segundo
orden, se tiene que:

Mmax = 1ying)u()>) = [ko +mTy (27)

Para valores muy altos del pardmetro de regularizacién, m, este
valor limite de la viscosidad puede causar problemas numéricos. En

Herschel-Bulkley-ideal

Herschel-Bulkley-Papanastasiou

m = 1000 s

m=100s

m=10s

»
»

7
Figura 3. Modelo regularizado de Papanastasiou para el fluido de Herschel-Bulkley
con diferentes valores del parametro de regularizacién m.

este caso es aconsejable definir un valor de truncamiento f4¢ < fimax
para velocidades de deformacién muy bajas y < j.

5.3. Modelo de Souza Mendes y Dutra (SMD)

El modelo regularizado SMD de Souza Mendes y Dutra [8] es
similar al modelo de Papanastasiou, pero la regularizacién expo-
nencial afecta a todos los términos de la viscosidad:

Sy Q B _No .
n(i= o+ y)(l exp tyy)) (28)

Ademas, el parametro de regularizacién m se sustituye por un
parametro reolégico que depende de la viscosidad del fluido a cero
cizallamiento m, y la tensién de fluencia Ty, m=no/1y.

El limite para la viscosidad cuando la velocidad de deformacién
es cero es:

Mmax = }/iH}JM(J'/) =mty (29)

6. Modelos viscoplasticos regularizados. Fluido
de Herschel-Bulkley

Para el fluido de Herschel-Bulkley se proponen modelos regula-
rizados analogos a los del fluido de Bingham.

6.1. Modelo de Tanner y Milthorpe

El modelo de Tanner y Milthorpe [4] para el fluido de Herschel-
Bulkley es:

k1 4 Y para V> Ve
w(y) = Y (30)
W paray < yc
donde donde w, es la viscosidad critica y y. es la velocidad de
deformacion critica. La velocidad de deformacién critica se obtiene
resolviendo la siguiente ecuacién no lineal implicita:

Ve =kyl + 1y (31)
6.2. Modelo de Papanastasiou

La regularizacién propuesta por Papanastasiou (fig. 3) es
también aplicable al modelo de Herschel-Bulkley. La viscosidad
aparente queda definida como:

() = kpn + ’—yy (1 - exp(-my)) (32)
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Tabla 1
Modelo regularizado de Papanastasiou. Valores limites para la viscosidad cuando la

velocidad de deformacién tiende a cero

Exponente Términos de la viscosidad Viscosidad
n limky"-! lim %’[1 —exp(—my)] limpu(y)

y—0 y—0 y—0
Sin>1 0 mrty mrty
Sin=1 k=pn mrty +mty
Sin<1 00 mrty 00

La influencia del parametro m en el fluido de Herschel-Bulkley-
Papanastasiou puede verse en la figura 3.

Al igual que para el modelo de Bingham, el modelo de Herschel-
Bulkley requiere en la implementacion numérica un valor de
truncamiento fi¢.

El valor limite de la viscosidad cuando la velocidad de defor-
macién tiende a cero varia de acuerdo con el valor n. El limite
para cada término de la ecuacién (32) y el limite resultante para
la viscosidad se muestran en la tabla 1. Se observa que para fluidos
pseudoplasticos (n<1)la viscosidad no esta acotada. En estos casos
es imprescindible la aplicacién del procedimiento de truncamiento.

6.3. Modelo Souza-Mendez-Dutra

El modelo SMD (Souza-Mendez-Dutra) regulariza el modelo
ideal de Herschel-Bulkley en la forma:

w() = (k'y"*1 + Lyy) (1 — exp(—mj)) (33)

con m=1np/ty

El valor de la viscosidad cuando la velocidad de deformacion
tiende a cero se muestra en la tabla 2. La viscosidad estd acotada
para cualquier valor de n, lo cual es una ventaja en la implementa-
cién numérica.

Estos modelos presentados han formado parte de los estudios
de diferentes problemas resueltos por Papanastasiou [ 7], Kelessidis
et al. [41], Westerberg et al. [42] y Dall’Onder dos Santos et al. [8],
entre otros.

7. Modelos viscoplasticos regularizados propuestos

Se proponen a continuacién sendos modelos viscoplasticos
regularizados para los fluidos de Bingham y de Herschel-Bulkley.

Ambos son modelos de doble viscosidad, basados en los modelos
descritos anteriormente.

7,=7, /i' =
/’lr ﬂo Z'y :
E Bingham-DV
‘\:41, =mt,
. T :
Jo=— y
/u( - /uo

Figura 4. Modelo ideal de Bingham y modelo regularizado Bingham-DV.

Papanastasiou y SMD correspondiente a y = 0, esto es, ur=mty,
en funcién del parametro de regularizacién m (fig. 4). Por tanto:

Ty L
. Mo+ = paray > yc
w(y) = 14 (34)
mty paray <y

En este caso, el valor de la velocidad de deformacién critica es:

_ Ty
YVe= My, — 1o (35)

En la figura 5 se compara el modelo bilineal propuesto con los
modelos de Papanastasiou y SMD para m=10s, 100s con tensién
de fluencia ty =10Pay (1o =0.2 Pas.

7.2. Modelo regularizado de Herschel-Bulkley de doble viscosidad

De forma andloga, se propone un modelo regularizado de doble
viscosidad para el fluido de Herschel-Bulkley, en el que la viscosidad
critica se toma como el valor limite de la viscosidad del modelo
de Papanastasiou y SMD, pr=mty, en funcién del parametro de
regularizacién m (fig. 6). Esto es:

T
kyn1+ Y para ¥ > .
w(y) = Y (36)
mty para y <y

Presentan, por tanto, viscosidad constante, pero de diferente 1 !
magnitud en las zonas de fluencia (por encima de la velocidad © 10 = /,_',-—
de deformacién critica) y en las de no fluencia (por debajo de la 3 9 [ N //’
velocidad de deformacion critica). -§ " " /
A
O 7/
7.1. Modelo regularizado de Bingham de doble viscosidad @ ! I/
€ 6§+
Este modelo es idéntico al modelo bilineal, pero la viscosi- g5 ,l,/ == Bingham ideal
dad critica, pr, se toma igual al valor limite regularizado de ‘é . i/ = — — Papanastasiou m= 100
© i = = = Papanastasiou m= 10
T 3 ‘ QMP i 100
ko] L OWVILT Ully = TuUv'u
Tabla 2 2,1 ~i===- SMD no/ty = 10
Modelo regularizado SMD. Valores limites para la viscosidad cuando la velocidad de = ' ———DV mi= 100
deformacién tiende a cero S 1 B DLV T
Exponente Términos de la viscosidad Viscosidad 0
P . . 1 . . ; 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
n !mgky"*1 [1 - exp(-myp)] !lrr(l) 1 - exp(-my)] l_mgu(y)] Velocidad de deformacion y
7= 7= Y=
Sin>1 0 mty mty ) L . . .
Sin=1 0 mt, mty Figura5. Comparacién entre el modelo bilineal propuesto para el fluido de Bingham

(DV) con el modelo regularizado de Papanastasiou y el modelo SMD param= 10, 100

Sin<1 0 mty mty .
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r ‘}‘

Herschel-Bulkley ideal

DN

Herschel-Bulkley-Papanastasiou

Herschel-Bulkley-DV

7
Figura 6. Modelo ideal de Herschel-Bulkley y modelos regularizados de Herschel-
Bulkley-Papanastasiou y Hershel-Bulckley-DV, n>1.

El valor critico de la velocidad de deformacién cuandon # 1 ha
de determinarse de forma iterativa imponiendo continuidad en las
tensiones de corte (para y = y¢):

mry e = kil + 1y (37)
8. Modelo discreto. Formulacién de elementos finitos

En esta seccién se describe el modelo discreto de elementos
finitos para las ecuaciones de Navier-Stokes, correspondiente al
modelo continuo que se describe en la seccién anterior.

La estrategia de discretizacién adoptada en este trabajo consiste
en 2 pasos. El primero es discretizar las ecuaciones en el tiempo
usando un esquema de integracién de diferencias finitas, y luego, la
aproximacion de elementos finitos se desarrolla en el espacio. Este
procedimiento desacopla errores que vienen de la discretizacién
temporal y espacial. Es de destacar que la estrategia mas comtn es
al revés: primero se discretiza en el espacio y luego en el tiempo.

El segundo y tercer término de la ecuacion (1) es el tér-
mino convectivo y el de la ecuacién constitutiva para fluidos
no-newtonianos, en particular para los modelos viscoplastico de
Binghamy de Herschel-Bulkley, con it = (). Ambos términos son
no lineales y, por tanto, es necesaria la linealizacién del mismo. En
este trabajo se linealizan el término convectivo y el término viscoso
con el método de Picard por su robustez.

La presencia de una derivada temporal en la ecuacién (1) pre-
cisa de un algoritmo de integracién en el tiempo. La discretizacién
temporal puede hacerse por diferencias finitas usando la regla tra-
pezoidal generalizada. Este es el método de diferencias finitas mas
simple y de un solo paso. Incluye como caso particular el método de
diferenciacién hacia atras de Euler Backward Differentiation Formula
(BDF1), entre otras posibilidades.

Paraladiscretizacion espacial mediante el método de elementos
finitos es necesario construir subespacios discretos V, cV,yQ, c Q
que aproximen los espacios continuos.

Sean V}, y Qp los espacios de elementos finitos para interpolar las
funciones vectoriales (velocidad) y escalares (presién), respectiva-
mente, y sea 2 una particién de elementos finitos 2=U £2°¢, e=1,
... Ngje, donde 1, es el ndmero de elementos.

En la formulacién estdndar de Galerkin se toman las funciones
de test iguales a las funciones de forma, asi que v, eV y qp, € Qp.

El calculo con elementos finitos de flujos incompresibles con la
formulacién estindar de Galerkin deben estabilizarse debido a que
la formulacién de igual interpolacién lineal tanto para la veloci-
dad como para la presién usada en este trabajo no cumple con la
condicién Babuska-Brezzi. La referencia [ 13] ofrece una descripcién
comparativa de varios de los métodos de estabilizacién propuestos
en las Gltimas décadas.

Los métodos de estabilizacién mas usados en la actualidad estan
basados en los métodos de subescalas [43,44]. Estos métodos con-
sisten en descomponer la solucién, por ejemplo, la velocidad u en 2
componentes u = u + U; una componente u,, resuelta en la escala
de la malla de elementos finitos considerada y una subescala u, que
no puede ser capturada por la particion de elementos finitos y que
se resuelve analiticamente. La aproximacién particular usada para
la escala submalla define el modelo numérico.

La solucién u en la escala fina se obtiene a partir del residuo de
la solucién en la escala gruesa. La solucién de esta escala fina se
localiza en el interior de cada elemento finito y se supone u = 0 en
el contorno de los elementos.

El residuo de la ecuacién de momento en la escala grande, Ry,
resulta en:

R, =/[—pf+p(3tuh)+p(uh-VUn)
2

—2u(P)(V - Vuy) + Vpyld2 (38)

La subescala de velocidad, u, se aproxima de distinta forma en
cada método de estabilizacion.

En este trabajo se utilizaran el método ASGS y el método OSS en
los problemas para flujo confinado. El método split-OSS se utiliza
para problemas grandes, como en flujos con superficie libre.

En el método de las subescalas algebraicas (ASGS), u se toma
proporcional al residuo Ry,

u= 7T1Rh (39)

donde 71 es un parametro numérico.

En el método de las subescalas ortogonales (0SS) la subescala
u se toma proporcional a la proyeccién ortogonal de dicho residuo
Rl‘l:

u=—71P; Ry, = —71(Ry — P4Ry) (40)

donde Py, es la proyeccién sobre el espacio de los elementos finitos
y PhL =1 - P, es la proyeccién ortogonal.

Comparando ambos métodos se observa que la diferencia radica
en sustituir el término Ry, de la versién ASGS por Pthh en laversién
OSS.

8.1. Método ASGS

De acuerdo con la formulacién anterior, el problema discreto con
linealizacién de Picard, integracion temporal BDF1, la estabilizacién
ASGS consiste en:

Hallar u}’;“ ypz+1 tales que

/[g (W — ) v+ p (uzﬂ,i—l 'Vulrrr],i) v,
o)

+2M(y)n+1,ivsuz+1,i . sth _pz+1,iv Wy — fn+1 'Vh]d.Q
+Z/ 7 (;O(UZH’H 'Vvh>
e e
_ (_pfn+1,i +p (u2+1,i ) Vu2+1,i) +Vplr:+1,i> Ao -0 (41)
/ [thuzﬂ’l]dg-l- Z/ t?“"th . [,0 (uz-ﬂ,z—l ~V> u;:+1,1
2 o1 v $2¢
+ VT fld2 =0 (42)

con los términos con segundas derivadas de las funciones de ele-
mentos finitos nulos para elementos lineales.
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8.2. Método 0SS

En el método OSS, en el caso de considerar distintas densidades,
como por ejemplo en problemas con interfase entre fluidos inmis-
cibles, el residuo en puntos de integracion de lados opuestos a la
interfase varia fuertemente y en proporcién a la densidad. En tales
casos puede adoptarse una proyecciéon modificada [45]:

Rn+1
Php (R ) PPn (,0) (43)

Sustituyendo RZ“ y la proyeccién modificada para el método
0SS queda que:

El problema discretizado con linealizacion de Picard, integracion
temporal BDF1 y estabilizacién OSS consiste en hallar u;:“ yp;;+l
tales que:

/[ n+l
o ot U

+p(a ! vup

—u?) vpdS2 + 2u(p) VI Vi,

n+1,i

)V =PIV vy — v |dS2

+Z/ Tp “ZH Vvh) [(pun+1 Vuﬁ+1+VPZ+1—f"“)

1
pz-*- fn+1

— PP (ult ! Va4 —7)](19 0 (44)

/ [th . llzJrl ]dQ-i- Z/ 71Vgy
2 e 82

(o VRt 4 Vpitt — 1) — pPy((upt - V)

\V4 n+1 n+1
Pp T d2 =0 (45)
P P

8.3. Meétodo split-0SS

El método split-OSS [15,45] separa la proyeccién del término
convectivo y de la presion en 2 proyecciones, lo que permite una
convergencia a la solucién mas rapida que en los métodos ASGS y

0SS. Esto lo hace ventajoso para la resolucién de problemas en 3 D.
Este método resulta en:

/ [g (ul! —ull) vpd 2+ 2u(p) VSR Vi,
2

+p (uz-ﬂ Vuz+1,i) vy — pz-ﬂv v — fn+1 .
+Z/ Tlp n+1 Vvh) . [(,OUZH .Vuzﬂ)}

— pPy (w1 vult1)]d2 =0 (46)

Vh:| ds2

/ [gnV - uptld2+> / “ Ve, - [Vpj!
2 e

pn+1 fn+1
_t““]_pph( ph 5 )]d.Q 0 (47)

para las iteraciones i=1,2. .. hasta la convergencia, es decir, hasta

que ut1i-1 gl yp;;+l A pZ“ i1 en la norma elegida.

8.4. Pardmetros de estabilizacion

El pardmetro 7; de las ecuaciones (39) y (40) se elige con el
fin de obtener esquemas numéricos estables y velocidades de con-
vergencia 6ptimas (ver [46]). Este parametro se calcula para cada
elemento £2.. Para 7; se toma:

-1
T]Z[C]&+C2p}:|‘| (48)

donde h es la longitud del elemento e y |ue| es la norma de la

velocidad en el elemento e, c; y c3 son coeficientes a elegir, Ly p

son la viscosidad dindmica y densidad del fluido, respectivamente.
Se recomiendan los valores de c; =1y ¢, =2 [46].

9. Formulacion matricial del problema

Se presenta a continuacion la versién matricial para los métodos
ASGS, 0SS y split-0SS. Se utiliza linealizacion de Picard y discreti-
zacién en tiempo BDF1.

9.1. Método ASGS

En la version matricial para el método ASGS la proyeccion
Py (upt! - Vupt! 4 L Vpj*!) se trata con un ciclo iterativo al igual
que para la lmeallzaaon del término convectivo. Se definen:

2) ( n+l fn+l>) (49)

yZ-H — (uz+1 .VUZH +

En lo que sigue se usa la notacién compacta (a,b) = [ a-bds2.

2
En esta notacidn, la proyeccién de la ecuacién (49) es la solucién
de:
1 1_ gt
yn+l - (u”H.Vu”H +— n+ —f? ) (50)
( h ) h h P ( )
para todo v; € V}, donde Vj, es el espacio Vj, ampliado con los vec-

tores de funciones continuas asociados a los nodos del contorno.
El sistema algebraico resultante es:

M%Un_'—l + l((UTH—] )Un+1 + GPn+1 + Su(fl : UTH—l )UTH—] — Fl’H—l (51)

DU 48, (7)) P =0 (52)

donde Uy P son los vectores de las incognitas nodales para la velo-
cidad u y la presién p, respectivamente. F es el vector de fuerzas
nodales.

Laecuacién (51) corresponde ala ecuacién (41).La ecuacién (52)
corresponde a la ecuacion (42).

Si se denotan los indices nodales a, b, los indices espaciales con
i, j, la funcién de forma de los nodos a por N? y la funcién de forma
de los nodos b por N, entonces las matrices de las ecuaciones ante-
riores, las cuales son validas para los métodos restantes, son:

M“b (N9, pNP)s;;
K(Un+1)

= (N, pul*! . VNP)S;; + (VN®, 2,V NP)S;;

G — (N9, 3;Nb)
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b
Su(ti; UMY = (mult! . VNG, pul*! . UND)S;

D> = (N%, 9;NP)

Sp(71)® = (ryuf ! - VN4, VNP)

F{ = (N, f) (53)

donde §;; es la delta de Kronecker.

9.2. Método 0SS

En la versi6on matricial para el método OSS la proyeccién
Py ( u't! Vu"+l ++ Vp"“) también se trata con un ciclo iterativo,
al 1gual que parala lmeallzacién del término convectivo. Se definen:
1 1
vyl =Py (ug+1 Vuptt 4 P (Vpprt - )) (54)
En notacién compacta, la proyeccion de la ecuacién (54) es la
solucién de:

1

1 v* n+1 n+1 n+1 +1 v

yr = (u Vultt 4 = —f" ) (55)

(031) = (up gt L (VT )

para todo vy € V}, donde Vj, es el espacio V, ampliado con los vec-

tores de funciones continuas asociados a los nodos del contorno.
El sistema algebraico resultante es:

M%UI’H—I + l((UTH—] )Un+1 + GPYI+1 + Su(fl : UTH—] )UTI+1

_ Sy(f] : UTH—] )Yn+1 — FTH—] (56)
DUn+1 + Sp( Pn+1 (Un+1) YT’H~1 -0 (57)
U™ hu™! 4 6P =0 (58)

donde U, P y Y son los vectores de las incoégnitas nodales
para la velocidad u, la presién p y la proyeccién y, respecti-
vamente. F es el vector de fuerzas nodales. Solo se consideran
las fuerzas nodales del residuo en la proyeccién de los términos
respectivos.

La ecuacién (56) corresponde a la ecuacién (44). La ecua-
cién (57) corresponde a la ecuacién (45). La ecuacion (58) es
la proyecciéon del residuo en la ecuacién de conservaciéon de
momentum.

Las matrices de las ecuaciones (56) a (58) no definidas anterior-
mente son:

G2 = (N9, N/ p)

1\ab 1 b
Sy(tluz+ )u (r ul*1. VN9, pN )Sij
S:(n)” = (L 4N, pN")

U™ = (N9, uT L VND) 5 (59)

9.3. Método split-0SS
Se presenta a continuacion la versién matricial para el método

split-0SS, algo mas compleja que los métodos ASGS y OSS. Las pro-
yecciones Py, ( u1 Vuﬁ”) yP, (1Vp”“) también se tratan con

un ciclo iterativo al igual que para la linealizacién del término con-
vectivo. Se definen:

yz+l — Ph (UZ+1 . VUZH) (60)
y
7t =y (S(opp ) (61)

Enla notacién compacta, las proyecciones de las ecuaciones (60)
y (61) son la solucién de:

<yg+l ) ( uttl Vun+‘l v;i) (62)
@ i) = (5 (Ve =) ov;) (63)

para todo v; € V}, donde Vj, es el espacio Vj, ampliado con los vec-
tores de funciones continuas asociados a los nodos del contorno.
El sistema algebraico resultante es:

M%U’H'l + l((UTH—] )Un+1 + GPTH—] + Su(f] : UTH—] )Un+1

_ Sy(f] : Un+1 )Yn+1 — Fn+1 (64)
DU 1 §p(11)P™T —S,(7)2" ! = 0 (65)
MnYrH—l _ C(Ul’H—l )UTH—l -0 (66)
M;Z"! G P =0 (67)

donde U, P, Y y Z son los vectores de las incégnitas nodales para la
velocidad u, la presién p y las proyecciones y y z, respectivamente.
F es el vector de fuerzas nodales.

La ecuacion (64) corresponde a la ecuacién (46). La ecuacién
(65) corresponde a la ecuacién (47). Las ecuaciones (66) y (67) son
las proyecciones de los residuos de la ecuacién de conservaciéon de
momentum y la ecuacién de incompresibilidad, respectivamente.

La matriz de las ecuaciones (64)a(67)no definida anteriormente
es:

M. — (N9, Nb)§;; (68)

7Tij
10. Conclusiones

En este trabajo se presentan el modelo continuo y la correspon-
diente formulacion discreta para la resolucién de las ecuaciones
de Navier-Stokes para los flujos viscoplasticos de Bingham y de
Herschel-Bulkley usando elementos finitos mixtos estabilizados
con interpolacién lineal tanto para la velocidad como para la pre-
sién.

Se tratan en detalle los fluidos viscoplasticos ideales y regulari-
zados de Bingham y de Herschel-Bulkley. Se proponen, asimismo,
nuevos modelos viscoplasticos regularizados para el fluido de Bing-
ham y de Herschel-Bulkley.

Posteriormente, se presenta el modelo discreto de elementos
finitos estabilizados para flujos confinados. Los métodos de esta-
bilizacién usados son el método de estabilizacién de subescalas
algebraicas (ASGS), el método de subescalas ortogonales (OSS) y
el método de subescalas ortogonales desacopladas (split-OSS). El
modelo discreto se ha extendido a los modelos viscoplasticos de
Bingham y de Herschel-Bulkley.
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