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ABSTRACT
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Biaxially bending moments

altamente resistentes permiten realizar grandes construcciones
que resultaban impensables hasta hace poco. Por ello, el analisis
de la inestabilidad de dichas estructuras ha cobrado gran impor-
tancia y ha desplazado incluso, en muchos casos, el clasico analisis
resistente, centrado Ginicamente en la aparicién de tensiones que
superan el limite elastico del material.

Numerosos estudios y trabajos de investigaciéon se han dedi-
cado al analisis del pandeo de tipologias estructurales tales como
barras, placas y laminas, desde el punto de vista experimental,
analitico o computacional. Este Gltimo enfoque ha experimentado
1. Introduccién un gran avance en los dltimos afios, gracias a dos factores: el

perfeccionamiento progresivo de los métodos numéricos de simu-

El uso cada vez més frecuente de estructuras formadas por lacién, sobre todo el gran auge del método de los elementos finitos,
elementos muy esbeltos y livianos y el empleo de materiales y la mejora imparable de las prestaciones de las computadoras

actuales.
Son innumerables los estudios y las investigaciones dedi-
"« Autor para correspondencia. cados al andlisis de fenémenos de inestabilidad estructural,
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(A. Lorenzana Iban). analitica, resultados del estudio del pandeo de columnas, que
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posteriormente serian completados por Lagrange (1788). Un siglo
mas tarde, apareci6 la teoria general de la bifurcacién del equilibrio,
desarrollada por Poincaré (1885), y Liapunov (1892) le dio un tra-
tamiento mas riguroso, desde el punto de vista matematico. Otra
aportaciéon importante al desarrollo de este problema fue la teoria
no lineal de bifurcacién de Koiter (1945), dedicada sobre todo al
pandeo de placas y laminas.

La pérdida de estabilidad y la aparicién de puntos de bifurca-
cién son fenémenos habituales en el estudio de la mecanica del
medio continuo. En el andlisis estructural, existe una gran can-
tidad de bibliografia dedicada al estudio del pandeo de barras,
placas y laminas, tanto desde el punto de vista analitico (Timos-
henko y Gere,1961; Chajes, 1974), como numérico (Bathe y
Dvorkin, 1975; Seydel, 1979; Riks, 1972, y Bushnell, 1982, entre
otros).

Por otro lado, la barra es una tipologia estructural que ha tenido
un desarrollo extenso. Su formulacién ha sido objeto de revisién
continuamente, intentando incorporar todos los efectos observa-
dos experimentalmente. En este trabajo, se presenta un modelo de
barra tridimensional con formulacién geométricamente no lineal.
El modelo de barra incorpora deformaciones a cortante y a torsion,
asi como el efecto del alabeo. Desde el punto de vista computacio-
nal, lainclusién del alabeo se resuelve con la adicién de un séptimo
grado de libertad a los seis habituales de la formulacién clasica, que
representa la amplitud del alabeo en cada seccién de la barra. Dicho
efecto es de gran importancia para ciertos tipos de secciones, como
los perfiles de pared delgada y, sobre todo, las secciones abiertas
y en que el alabeo aparece restringido, que dan lugar a torsién no
uniforme.

Unade las aplicaciones practicas de este modelo es la simulacién
numérica de fenémenos de inestabilidad, sobre todo en aquellos
casos en que el alabeo es fundamental, como ocurre en los casos de
pandeo lateral o pandeo por torsion.

Los puntos en que la matriz de rigidez de una estructura llega a
ser singular se denominan puntos criticos y tienen una gran impor-
tancia desde el punto de vista de la estabilidad estructural. El
significado fisico de estos puntos en un analisis lineal es la apa-
ricion de desplazamientos indeterminados en un estado de carga
constante. Légicamente, en un andlisis no lineal, ello no sucede,
pero la consecuencia es la aparicién de grandes desplazamientos
y rotaciones y, en la mayoria de los casos, un gran aumento de
las tensiones. En muchas ocasiones, pues, la estructura pierde su
funcionalidad, bien sea por colapso plastico o por la aparicion de
desplazamientos no admisibles.

Los problemas asociados al fendmeno del pandeo en elementos
estructurales de acero son, en ocasiones, la causa mas importante
de fallo mecanico [1,3,4,26,27]. Por otro lado, se considera que el
método exacto que plantea el estudio detallado de los problemas
de inestabilidad estructural de las barras de acero presenta una
gran dificultad matemadtica [12,13,24,29]. Ademas, no siempre se
conocen con precision las restricciones existentes en los extremos
del tramo mas critico de la barra, lo cual hace que los resultados
obtenidos sean poco fiables [7,9].

Sin embargo, la formulaciéon del método matricial de rigidez 3D
para el caso de no linealidad geométrica en hipétesis de linealidad
material facilita la estimacién tedrica de la carga critica de pan-
deo de forma sistemadtica con la ayuda del ordenador [10,11,21,23].
Ello permite abordar problemas con casos de carga y condicio-
nes de contorno en desplazamientos que no se incluyen en los
casos descritos en la normativa vigente, y cuyo calculo légica-
mente es necesario abordar con rigor y con suficiente precisién
desde el punto de vista practico y de la seguridad estructural
[2,5,8,14].

El trabajo se ha organizado de la manera siguiente: en primer
lugar, tras esta introduccién, se presenta la metodologia utilizada.
A continuacién, se muestran varios ejemplos de aplicacién y, en el

altimo apartado, se presentan las principales conclusiones obteni-
das de este trabajo.

2. Metodologia

Todo problema de inestabilidad requiere plantear el equilibrio
en la configuracién deformada de la estructura. Para el caso de inte-
rés, es necesario analizar la barra objeto de estudio como elemento
estructural espacial o 3D. Por tanto, lo mas sencillo es formular las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos de forma integral
a partir del principio de los trabajos virtuales (PTV), que, en el caso
de las barras, tiene la expresién siguiente [6,17,18,19]:

/ (088 + T 8ye + TyeSyne) dV = /ti(Suids (1)
v s

donde o es la tensién normal; Tger Tpg SON tensiones tangenciales;
¢ es la deformacién longitudinal; ¢, yy¢ son las deformaciones
transversales; t; es el vector de fuerzas externas de superficie y u;
son las componentes de desplazamiento de los puntos materiales
de aplicacién de dicho sistema de cargas exteriores.

A partir de las magnitudes representadas en la figura 1 y
tomando como base la teoria de la flexién de Navier-Bernouilli
y la teoria de la torsién de Vlasov, se hace la siguiente definicion
de esfuerzos internos en la barra:

d ) mgz/ondA
f&-=/f§;dA=ﬂ=m A
A

dg n
dm , mnz/oEdA
fo= /AfngdA = T; =m; A ’ (2)

me =Ty + Tsy; Ty = —my,
fgz/odA:P
A mw=/aa)dA
A

donde f; es el esfuerzo axil; fg, f; son los esfuerzos cortantes; my,
mg son los momentos flectores; m¢ es el momento torsor; m, es
el esfuerzo bimomento; A es el area de la seccién transversal de la
barra; &,  son las coordenadas del punto material de la seccién; Ts,
el torsor segtin la teoria de la torsién uniforme o de Saint-Venant; T,,
es el torsor restringido, y w es lo que se conoce como area sectorial
principal en la teoria de la torsién no uniforme de Vlasov.

En cuanto a las solicitaciones exteriores, en el modelo
1D/unidimensional se definen como cargas por unidad de longi-
tud segdn cada uno de los ejes de referencia: g, gy, 4., siendo estas
las mas habituales en este tipo de problemas.

Figura 1. Esfuerzos en la seccién.
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La necesidad de plantear el equilibrio en la configuracion
deformada o actual requiere la definicién de deformacién de Euler-
Lagrange, que lleva a las siguientes relaciones entre deformaciones
y desplazamientos:

1
E=lUcs+ s (u§§+un§+u§§)

(3)
Vee = U +Ug g + (Ug gllg ¢ + Uy glin ¢ + Ug gllc ¢)

Yng = Ug,y + Uy, ¢ + (Ug g, o + Uy, plly, ¢ + Ugnlc,c)

También se asume la hipétesis de pequefios desplazamientos,
con lo cual resulta:

Ug = Ugg — (n — en)Bc
uy = tino + (§ — e)fs (4)

_ ’ ’ 9/
Ug = Uge — Uy g — Eu;o + b,

donde ug, uy, uc son las componentes de desplazamiento de un
punto material cualquiera de la barra segiin cada uno de los ejes de
coordenadas; ugg, Uy, Uc son los desplazamientos de los puntos
de la directriz de la barra; 6. es el angulo girado por la sec-
ci6én seguin el eje longitudinal; ¢ es la magnitud del alabeo de la
seccién correspondiente, y, por dltimo, (eg, e,,) son las cotas de la
posicién del centro de esfuerzos cortantes con respecto al centro
de gravedad de la seccién.

Segiin los modelos de flexién y torsién adoptados, se
llegan a plantear las siguientes ecuaciones de compatibilidad-
comportamiento:

P = EAu :/dA
mg = —Elgu”0 A I, = /wsz
A
~Elyu, ISZ/WZdA N (5)

K= he

M:/éw =
A

donde I, I, son los momentos principales de inercia, I, es el m6dulo
de alabeo y K7 es la constante de rigidez torsional.

My = EIa,Qg
Tsy = GKrb,

2.1. Aproximacién de desplazamientos

En cuanto al campo de desplazamientos, se asume que las barras
son suficientemente esbeltas para considerar despreciable el efecto
de las deformaciones transversales asociadas a los esfuerzos cor-
tantes, lo cual implica las relaciones siguientes:

6o = “/503 00 = ”;;0 (6)

Para los desplazamientos longitudinales, se supone una varia-
cién lineal:

uge (B) = [m (B)] {ucc}. [m1(B)]

donde 8 =91 es la coordenada longitudinal adimensional en el

—(1-8:8) )

T
elemento y {ugc} = (ugc: ug.c) son los valores nodales del des-
plazamiento longitudinal.

Sin embargo, para la aproximaciéon de desplazamientos trans-

versales a la seccién, se supone una variacién ctbica:

o () = [ ()] {0} o (B) = [ms ()] {wwo}
[n3 (B)] = (1-3B2+28% B—262+ 38> - 2% B° - ?)

donde {ug} = ( bor LOoi udoi L0, ) y {up} =

(uio,wfgo,uno,wq) son los valores de los desplazamientos

y de giros escalados en las secciones extremas del elemento.
Y, por dltimo, también se asume una variacién ctbica para el
giro segln el eje longitudinal:

bc (B) = [ (P)] {65} (9)

donde {6} = (62;L6Z ; 6F; Leg,g)T son los valores del giro y del

alabeo escalado en los nodos del elemento.

2.2. Ecuaciones aproximadas

Parael calculo de las ecuaciones de equilibrio mecanico, también
se supone que el esfuerzo axil es constante y que los momentos
flectores tienen una variacién de tipo lineal a lo largo del elemento
de barra considerado:

1) Flexién en el plano ¢ —&:
El P
" 220 110
165" {ueo } + TK53® {uso f

(Pe,, g)
+ T <110 fn ((]]] K31§)0)

{0}

fP
—mP/L
= "/ (10)
f
—mj} /L

2) Flexi6n en el plano ¢ — n:

EIEKzzo {Uno} i 7( 110 {Uno}

)
_ ((PEgL mn)1<31310 —fe (I<13“ 1K 100)) {Gg}

fr
—mg/L
fi
-mg/L
3) Torsién:
(Blerie+ STxA0) {oc}
Pe —mp)
( ! £ I(]]O _ Klll I<010 _
1 Kss fn( 33 t ) {Ugo}

P
((esL) K310 — f; (K3 +I<010)> {uno} (12)

mP

3

—q =P

74 K —-K
K™ 110 ( )111 mb, /L
+ LK33 L A K3z | = ¢
ma
I3
md /L
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donde Fp, K son los coeficientes que cuantifican el efecto Wag-
ner en cada uno de los extremos del elemento: nodo inicial (p)
y nodo final (q).

4) Extension:

EA PP
THi® {usc} = (Pq> (13)

Y donde se ha hecho uso de la definicién de las siguientes matri-
ces:

36 3 -36 3
0.0 | 2 4 3]
33 -36 -3 36 -3
3 -1 -3 4
18 3 -18 0
30. K111 — 3 1 -3 -1/2
33 -18 -3 18 0
0 -1/2 0 3
-15 -3 -15 3
30. K100 — 3 0 -3 1/2 . (14)
33 15 3 15 -3 |’
-3 -1/2 3 0
12 6 -12 6
(220 _ 6 4 -6 2
33 12 -6 12 -6

6 2 -6 4
010 100\T.
K33" = (K33 ) ’

1 -1
ae- 7]

2.3. Matriz de rigidez

A continuacion, se organizan y se escalan el vector de grados de
libertad y el vector de fuerzas del elemento, de la manera siguiente:

T
P.,D.,D.oP.ygP. 7@ P-19-1,9-1,9-09-709-109- 199
{u) = (us,un,ug,ég,wn,wg,wg,ug,un,ug.eg,LG,],LGE,L%)

T
{F} = (fg:f":Pp:m';:m’,’,:mg:mﬁ):fg’:f,‘}:Pq;mZ:m?,:mg;mZ,
(15)

Asi, el conjunto de ecuaciones de equilibrio de la barra puede
expresarse de forma matricial como se indica a continuacién:

{F} =K

(16)
K = (Ks + Kg)

La matriz Ks es la parte material de la matriz de rigidez y tiene
la expresion explicita siguiente:

ra 00 0 b0OO-a 0 0 O b 0 07
e 0O 0 0 f OO —e 0 O O f O
m O 00O O O -m O O O O
i 00j O O O —-i 0 o0 ]
c 00 b O 0 O d O O
g0 0 —-f 0 O O h O
k 0o 0 0 - 0 0 n
Ks=
a 0 0 -b 0 O
SIM 0O 0 0 —-f O
m 0 0 0 O
i 0 0 —j
c 0 O
g 0
L k]
(17)
donde los coeficientes de la matriz son:
a:lZEI,7 eZlZEIg iZlZEIw 36 GKr
L3 L3 L3 30 L
p_ Sl GEle . 6, 3 Gikr
L3 L3 L3 30 L
2El 2El 2El, 1 GKt
d="5" h="5 n=""-55"
o EA
L

Por otro lado, la matriz K; es la matriz geométrica, también
denominada matriz de tensién inicial, y se define por:

[a 00 e b O f —-a 00 -k b 0 g
a0 <€ 0b—f 0 -a0 kK 0 b -¢

0O 0 00 O 0O 0 0 O 0 O 0

m —-ii n -e € 0 -m s -s

c 0O h -b OO0 i d 0 j

c - 0 -b0 —-i 0 d -f

z —f f 0 -n t -t p

Ke=

a 0o k -b 0 -g

0 -k 0 -b ¢

SIM 0 O 0 O 0

m -s s —q

c O w

c -w
L r -
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siendo sus términos:

_36p
=301
3P
b=31
4P
T 30L
1P
d=-351
36 N\ 3 .3 )
e‘ﬁ(Pe”_ms) 30/ € = 3or (Pes —mh) — 355
_3 p\ p_ 3 p
f_ﬁ (Pe,,—mg) f _ﬁ(Peg—mn)
3 N 3 ,
g_ﬁ(Pe”*"%) 30/ & = 307 (Pee =) — 35
h:i(Pe mp)—lf 0 (Pes —m?) — o f
3oL \ 77 ¢) T 307" 30L V6T ) T 308
_ 3 p 6 3 b
1_—ﬁ(Pe,, m§)+30f,7 i ﬁ(Peg m,,)+30f5
1 N s 1 )
]=fﬁ (Pe,,fms> j= 30L (Pegfm,])
36 33, 36 33
k:ﬁ(Pe,, mé) 307 ¥ =30 (Peg —mb) 30
_ 4 p 3 ! p
W‘ﬁ(’)e" ms) 30/ 30z (Pec —m) — 55

3 N3, . 3 o3
$= 301 (Pe"_m5> +30/1 S =301 (Pef_m") + 30/

1
_ ) s Le ofo p

b="301 (Pe" €>+30f" t 30L (Pes - m)+30f5
36 18 (—q —p _ 4 1 —q —p

m= oK +ﬁ(1 fK) 2= 5o K +ﬁ(1< 71<)
3 3 [(—=qa —p 1 —=p q

n= 5K +ﬁ(1< —1<) p=-55K - W(K 1<)
3

4= K r= 2R +i(ﬁ_?p)

30L 30L 30L
(20)

2.4. Fuerzas de empotramiento

En caso de tener cargas aplicadas dentro del elemento barra,
debe calcularse su efecto equivalente en los nudos. Y la ecuacién
del comportamiento mecanico del elemento barra se modifica lige-
ramente [15,25,30]:

{F} =K () + {Femp } 1)

siendo Femp el vector de fuerzas de empotramiento del elemento.
Por tanto, este vector de fuerzas de empotramiento se debe cal-
cular sobre la base de su expresién en el PTV:

1
(PP;P9) = —/ qsm (B) -L-dp
° 1

(2 mbyuisgomiyL) == | aens (B) -L-dp (22)

1

(5 me/isfg mi/L) == | ana (B) -L-dp

||
o\,o\

De hecho, si se particulariza para el caso mas habitual de carga
distribuida uniforme, se obtiene:

qcL Q§L)
P-P9) = [ - 2>+ _>
(PP: 1) ( 27 2

9el | qeL le qsL
P P /7 f9 4 _[_ 23
(f ’mﬂ/L'fs’m”/L) ( 212 2012 (23)

p D refd ol — _%-_%-_%-%)
("’mé/L’f”’mé/L)_( 2 T2 2012

2.5. Ensamblaje de los elementos

Una vez determinado el comportamiento mecanico de cada ele-
mento barra, dado por la ecuacién (21), es necesario imponer las
condiciones de equilibrio y de compatibilidad de desplazamien-
tos en los nodos. Este proceso es conocido en la formulacién del
método directo de rigidez como la etapa de ensamblaje de la matriz
de rigidez de la estructura y del vector de fuerzas [16,20,22].

Para llevar a cabo este proceso, un requisito previo es expresar
la ecuacién (21) en un sistema de referencia global (x, y, z), comin
para todos los elementos barra que forman la estructura objeto de
andlisis. Es decir, se requiere un cambio de base 3D del sistema
de ejes local al sistema global, para obtener para cada elemento la
matriz de rigidez en las coordenadas globales:

(K)y=T"-K-T (24)

siendo T la correspondiente matriz de transformacién de coorde-
nadas de locales a globales. EI vector Feqy, es el vector de fuerzas
equivalentes en los nodos, que ya se ha expresado en el sistema
global segtn la férmula siguiente:

Feqv = *TT'Femp (25)

A continuacién, se lleva a cabo la fase de ensamblaje de la matriz
derigidezy del vector de fuerzas, y se llega a una expresién matricial
que representa las ecuaciones de equilibrio en todos los nodos de
la estructura, esto es:

{Fest} {Feqv} Kest - {Uest} (26)

donde Fs; es el vector de fuerzas aplicadas en los nodos, Feqy es el
vector de fuerzas equivalentes, Kes: es lo que se conoce como matriz
de rigidez de la estructura y {ues} es el vector de desplazamientos
en los nodos de la estructura.

2.6. Pandeo/Inestabilidad

Por altimo, en este trabajo interesa estimar los valores de las
cargas criticas que pueden originar fenémenos de inestabilidad
estructural asociados a deformaciones de flexién y/o torsién con
respecto al centro de esfuerzos cortantes [14,16,28,31].

Para llevar a cabo este calculo, lo mas inmediato es, en primer
lugar, imponer en el sistema de ecuaciones (26) las condiciones de
contorno en desplazamientos, giros y la posibilidad de alabeo de
los nodos de la estructura que se pretende analizar.

Por tanto, los valores criticos de carga son aquellos para los
cuales la rigidez de la estructura se reduce al valor nulo, esto es:

|I est )| :0:>)‘cri (27)

siendo A el factor de carga proporcional, un coeficiente por el cual
se multiplica a todas las cargas que solicitan la estructura, y K, (A)
es la matriz de rigidez de la estructura tras la imposicién de las
condiciones de contorno en los desplazamientos.
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Figura 2. Perfil laminado de la serie IPE.

e

Figura 3. Viga biapoyada, sometida a compresién.

Tabla 1
Pandeo por flexion en el plano débil (plano ¢ — &)
2 n Pi(N
P = (%) E-1, = 782413.0 ) 7]8(89)800
4 782814,0
8 782439,0
16 782415,0
20 782414,0

3. Resultados y discusion

A continuacién, se presentan varios ejemplos de aplicacién de
la metodologia expuesta en el apartado anterior.

Para todos los calculos, los datos son: longitud (L = 4m), sec-
cion de tipo doble-T (h =300mm,b = 150mm, e = 10.7mm,
e=7.1mm), que corresponde al perfil comercial IPE300
(véaselafig.2),y el acero como material (E = 2.1-10"'Pa, v = 0.3,

oy = 275MPa).

3.1. Pandeo con deformaciones de flexion y/o torsion

El ejemplo consiste en una viga biapoyada, sometida en sus sec-
ciones extremas a una carga de compresion centrada de valor P
(fig. 3). Los apoyos son ambos de tipo horquilla, es decir, tales que se
impide el giro longitudinal, mientras que se permite el libre alabeo
de la seccién.

La tabla 1 indica el primer valor critico de la carga. Para este
tipo de perfil, una seccién con doble simetria, el valor teérico P; se
corresponde con la conocida férmula de Euler y equivale al fené-
meno de inestabilidad por flexién en el plano débil del perfil. En
dicha tabla, también se indican los resultados obtenidos con la for-
mulacién de este trabajo (columna de la derecha), donde (n) indica
el namero de elementos que se han considerado.

La tabla 2 indica el valor critico de la carga P,, asociado al
fenémeno de inestabilidad por torsién alrededor del centro de
esfuerzos cortantes del perfil. El valor teérico se indica en la tablay

Tabla 2
Pandeo por torsién
3 A n Py(N)
P, = (GKT + (%) E'Iw) ———— =1.95319.10° 2 1.96056 - 106
(1 +1n) 4 1.9536910°
8 1.95322-10
16 1.95319-106
20 1.95319-10°
Tabla 3
Pandeo por flexion en el plano fuerte (plano ¢ —n)
2 n Ps(N
Ps = (%) E-I; = 1.08294-107 5 1_6c(>zc)>4541o7
4 1.00772-107
8 1.08298-107
16 1.08294 107
20 1.08294-107
M M

¢ »

Figura 4. Viga biapoyada. Momentos puntuales en los extremos.

Figura 5. Viga biapoyada. Carga distribuida uniforme.

Tabla 4
Viga biapoyada. Momentos puntuales en los extremos
o 70,3 n Mm’(N‘ m)
Mgi = =4 [ EI, (GKT + (,) Elw> 2 160470.0
L L 4 159631.0
Mg = 159570.0 8 159574.0
16 159570.0

Pandeo por flexién en el plano débil (plano ¢ — &)y torsién).

coincide con el que se obtiene en este trabajo para al menos dieciséis
elementos barra.

Por dltimo, por su interés tedrico-practico, se incluye el valor de
la carga critica Pg asociado al fenémeno de inestabilidad por flexién
en el plano fuerte del perfil (tabla 3). Se comprueba que, puesto que
el problema de inestabilidad es no lineal, si se emplea un nimero
suficiente de elementos de tipo barra se obtiene con precisién la
solucién exacta, segtin la expresioén tedrica de Euler.

3.2. Pandeo lateral o vuelco

Este segundo ejemplo corresponde al problema de una viga
biapoyada solicitada por cargas de flexién en el plano vertical,
momentos concentrados en las secciones extremas de la barra
(fig. 4) o carga distribuida uniforme (fig. 5) a lo largo de todo el
elemento. De nuevo, se considera que ambos apoyos son de tipo
horquilla.

La tabla 4 indica el valor del momento critico de vuelco tanto
teérico como estimado con la metodologia de este trabajo para el
caso de la figura 4. Se comprueba que los resultados tienen preci-
sién suficiente, desde el punto de vista practico, incluso empleando
un nimero bajo de elementos por barra, por ejemplo 4. Y que, si se
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Tabla 5 Tabla 8
Viga biapoyada. Carga distribuida uniforme Viga biapoyada. Cargas (q, P) de traccién
n Qeri(Nfm) P=+1.0-10°N n qeri(N/m)
2 109.298,0 2 118.599,0
4 102.948,0
4 94.735,8
8 99.254,5
8 91.330,6
16 98.385,9
16 90.528,7 20 08.283.2
20 90.433,8 ' !
Pandeo por flexion en el plano débil (plano ¢ — &) y torsion)
Tabla 9
M Viga biapoyada. Cargas (q, P) de compresién
M
P N P=-1.0-10°N n qeri(N/m)
= P 2 99.790,2
\ A AN / 4 86.355,1
8 83.244,5
16 82.511,3
Figura 6. Viga biapoyada. Cargas (M, P). 20 82.424.6
q
P
P P
A f g
Figura 7. Viga biapoyada. Cargas (q, P). P

Tabla 6
Viga biapoyada. Cargas (M, P) de traccién
P=+1.0-10°N n Meri(N-m)
2 174.635,0
4 173.805,0
8 173.748,0
16 173.745,0
20 173.744,0
Tabla 7
Viga biapoyada. Cargas (M, P) de compresioén
P=-1.0-10°N n Meri(N-m)
2 146.073,0
4 145.221,0
8 145.163,0
16 145.159,0
20 145.159,0

aumenta el nlimero, se obtiene la solucién tedrica exacta, concre-
tamente si se emplean 16 elementos barra.

A continuacion, se muestran los resultados para el caso de carga
distribuida (figura 5, v. tabla 5). En dicha tabla, se incluyen los valo-
res criticos de la carga distribuida que originan el fenémeno de la
inestabilidad, con deformaciones de flexién en el plano débil del
perfil junto con torsién alrededor del centro de esfuerzos cortantes.

3.3. Pandeo combinado / Pandeo 3D

Este caso reproduce el problema anterior con una carga adicio-
nal (P) de traccién o de compresion. Se consideran, de nuevo, los
casos de momentos puntuales (fig. 6) y carga distribuida (fig. 7).

En las tablas 6 y 7, se muestran los resultados estimados del
momento critico de vuelco para los casos de momentos concen-
trados en los extremos de la barra y carga adicional de traccién
(tabla 6) o de compresion (tabla 7). Si comparamos estos valores
con los obtenidos en el ejemplo anterior (v. tabla 4), se comprueba
que una carga adicional de compresién ayuda a que el fenémeno de
pandeo ocurra antes, es decir, a un nivel de carga menor y que, en
cambio, un axil de traccién rigidiza la barra y aumenta el valor del

Figura 8. Portico 3D. Cargas puntuales.

momento flector necesario para que pueda originarse el fenémeno
de inestabilidad.

Como es légico, la conclusién es exactamente la misma en
el caso de la carga distribuida uniforme. Para ello, se pueden
comparar los resultados de las tablas 8 y 9 (tracciébn y com-
presion, respectivamente) con el caso sin esfuerzo axil adicional
(v. tabla 5).

3.4. Inestabilidad de una estructura espacial

Como ultimo ejemplo, se ha elegido resolver una estructura
espacial de barras de tipo poértico 3D. El sistema de barras que se
quiere analizar se ilustra en las figuras 8 y 9. Son casos de car-
gas puntuales y de carga distribuida uniforme, respectivamente. Se
supone que todas las barras tienen la misma longitud (L), que las
bases de los pilares estan perfectamente empotradas y que todos
los nudos son rigidos. Todas las barras son de perfil de tipo IPE300
y su disposicion espacial es la que se indica (v. figuras 8 y 9).
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Figura 9. Pértico 3D. Carga distribuida uniforme.

Tabla 10
Pértico 3D. Cargas puntuales. Carga critica de pandeo
n Pcri(N)
2 379.356,0
4 417.295,0
8 511.979,0
16 550.498,0
20 555.725,0
Tabla 11
Pértico 3D. Carga distribuida uniforme. Carga critica de pandeo
n QCrl'(N/m)
2 30.626,4
4 425124
8 47.688,4
16 49.733,9
20 50.052,0

Para el caso del pértico con cargas puntuales (fig. 8), los resul-
tados de la carga critica de pandeo estimada se muestran en la
tabla 10. Se comprueba que, debido a la no linealidad del problema,
es necesario emplear un niimero elevado de elementos por barra
de la estructura.

En este Gltimo ejemplo y caso de carga (v. tabla 11), se confirma
que, desde el punto de vista practico del andlisis de estructuras
reales, los resultados se obtienen con precision numérica suficiente
y del lado de la seguridad utilizando discretizaciones del conjunto
de cuatro elementos por barra de la estructura en 3D.

4. Conclusiones

En este trabajo, se resume la metodologia de analisis no lineal de
estructuras espaciales de barras que permite resolver problemas
de inestabilidad con deformaciones de flexioén y/o torsién, asi como
calcular el momento critico de vuelco para cualquier caso de carga

y condiciones de sustentacién, y combinaciones de las situaciones
anteriores, que es lo que durante el desarrollo del trabajo se ha
decidido denominar pandeo combinado o pandeo 3D.

Asimismo, se da la posibilidad de aplicar esta metodologia al
estudio de las inestabilidades de sistemas espaciales de barras
que se deforman segiin el modelo general de traccién/compresion-
flexién-torsién. Dicha estructura 3D sera susceptible de pandear
por la combinacién de deformaciones de flexién segiin ambos pla-
nos y de torsién respecto del centro de esfuerzos cortantes de la
seccién.

Se observa la importancia de incluir efectos como las deforma-
ciones a cortante y torsién y el alabeo en la formulacién de la barra,
sobre todo este Gltimo, para el analisis del pandeo lateral en perfiles
con baja rigidez torsional, como es el caso de los perfiles abiertos
de pared delgada. En muchas ocasiones, los momentos o cargas
criticas hallados al considerar el fenémeno del alabeo son muy
inferiores a los obtenidos en aquellos casos en que no se ha consi-
derado dicho fenémeno. Por ello, es importante utilizar un modelo
de barra que tenga en cuenta este efecto para el analisis del pandeo
lateral.

Este trabajo posibilita la realizacién de nuevas curvas de pan-
deo para una mayor cantidad de perfiles, condiciones de apoyo
y tipos de carga. Puede ser de ayuda para el proyectista la rea-
lizacién de estas curvas, que proporcionan el agotamiento por la
aparicién de inestabilidad y que, por otros medios, analiticos o
experimentales, seria imposible o muy costoso obtener. Ademas
de las curvas de pandeo lateral, también se pueden realizar analisis
de pandeo por flexién, torsion, flexotorsién, etc. El tnico efecto que
no podria analizarse por este método seria la abolladura de partes
del perfil, aunque este estudio también podria realizarse mediante
una discretizacién del perfil por medio de elementos de tipo
lamina.

Por tanto, los problemas que este trabajo permiten resolver van
mas alla de los casos particulares recogidos en la normativa vigente,
que solo considera el estudio de elementos estructurales aislados.
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