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RESUMEN

El propésito principal de la presente publicacién consiste en la determinacién adecuada del orden fraccio-
nal en el modelo viscoelastico de Zener y el analisis de las implicaciones que se derivan de la precisién en
la obtencién del mismo. Esto se realiza empleando el método numérico de Levenberg-Marquardt a partir
de valores reportados en la literatura. Los parametros utilizados son obtenidos para un segmento de arte-
ria empleando un experimento de relajacion a los esfuerzos. Una vez determinado el orden fraccional se
procede a determinar la solucién del modelo empleando la funcién de dos parametros de Mittag-Leffler
y la operacién de convolucién, con la finalidad de comparar el comportamiento del modelo de orden
fraccional con el de orden entero e identificar sus principales diferencias. Se obtienen ademas las defor-
maciones que experimenta la arteria bajo el estimulo de un pulso sanguineo normal y otros disimiles,
simulando el efecto provocado en el flujo sanguineo por una arritmia y el ocasionado por el proceso de
ventilacién mecanica. Por tltimo se analiza la respuesta dindmica del material bajo una serie de pulsos,
utilizando la operacién de convolucién y el método numérico de Gauss-Kronrod, identificando la pre-
cisién en la reproduccién de los mismos en el modelo de orden fraccional comparado con el de orden
entero.
© 2015 Los Autores. Publicado por Elsevier Espafia, S.L.U. en nombre de CIMNE (Universitat
Politécnica de Catalunya). Este es un articulo Open Access bajo la licencia CC BY-NC-ND (http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Zener fractional order determination and biomechanical blood flow
characterization

ABSTRACT

The main purpose of this publication is the proper determination of the fractional order at the Zener
viscoelastic model’s and the analysis of the implications derived from the accuracy in obtaining this. The
procedure is performed using the numerical method of Levenberg-Marquardt from values reported in
the literature. The parameters used are obtained from an artery segment using a stress relaxation test.
After determining the fractional order is proceeded to find the model solution using, the function of
Mittag-Leffler with two parameters and the convolution operation in order to compare the behavior
of the fractional model vs the integer order and identify their key differences. The displacements present
on the artery are obtained, under the stimulus of a normal blood pulse and two dissimilar, simulating the
effect in blood flow caused by an arrhythmia and by mechanical ventilation process. Finally the dynamic
response from the pulses is analyzed using the convolution operation and Gauss Kronrod numeric
method, where the solution’s accuracy obtained by the fractional model is observed, an compared with
the integer order model.
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de Catalunya). This is an open access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.
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1. Introduccién

Determinar los fenémenos mecanicos que ocurren en las
arterias resulta de suma importancia debido a su influencia en
la fisiologia arterial y en el tratamiento-seguimiento de los prin-
cipales padecimientos arteriales ocasionados por los efectos del
flujo sanguineo [1]. Estos padecimientos se deben generalmente
a: la calcificacién de las paredes arteriales, los aneurismas [2], la
obstruccién de las arterias por acumulacién de placas de colesterol,
padecimiento comtinmente conocido como aterosclerosis, [3]y por
los efectos perjudiciales de la hipertensién [4], por citar algunos
de los principales.

Los materiales que forman el cuerpo humano se dividen prin-
cipalmente en dos grandes ramas, los tejidos blandos y los
mineralizados. En la primera rama se encuentran las arterias, venas,
musculos, piel, tendones, entre otros. La segunda se compone prin-
cipalmente de los huesos y los dientes. Aunque en algunos casos
suelen presentarse, tejidos blandos con formaciones calcificadas,
estos no son habituales.

Las arterias a su vez se componen principalmente de redes
de colageno y elastina, ademas de tejido muscular liso lo que les
proporciona un tipo de comportamiento material sumamente com-
plejo.

Generalmente en la mayoria de los estudios biomecanicos de los
tejidos blandos, estos han sido caracterizados bajo los modelos de
comportamiento material viscoelastico [5]. Debido a que poseen
caracteristicas propias de los materiales elasticos, generalmente
sélidos, y a su vez también se comportan como un fluido viscoso.

Una de las principales caracteristicas de los materiales elasti-
cos consiste en su capacidad de almacenar energia cuando son
deformados bajo cargas, y en devolver toda esta energia cuando
la carga se deja de aplicar. De forma contraria en el fluido viscoso
la energia mecanica es continuamente disipada en forma de calor.
Sin embargo existen materiales, como el caso de este estudio, que
simultineamente almacenan y disipan energia mecanica cuando se
sujetan a un proceso de cargas, este tipo de materiales se conocen
como viscoelasticos. Por lo que en estos no solamente se relaciona
la tensién mecanica con la deformacion, sino que ademas involucra
su razén de cambio con respecto al tiempo.

Los materiales viscoelasticos suelen ser modelados a través de
arreglos consistentes de resortes y amortiguadores, como lo son
los modelos reoldgicos de Maxwell y de Kelvin-Voigt. Los mode-
los mencionados anteriormente son propuestos inicialmente por
Fung [6] para su aplicacién en la modelaciéon de tejidos blandos. Sin
embargo sélo se consideraban como aproximaciones tedricas, ya
que estos modelos tradicionales presentan Ginicamente una carac-
terizacién parcial o descriptiva del fenémeno. Los mismos han sido
modificados usualmente a partir de los modelos clasicos agregando
mas elementos en serie o paralelo al original, logrando una mejor
caracterizacién del comportamiento mecanico.

El problema derivado de realizar esta adicién de elementos
es que se aumenta considerablemente la complejidad del modelo
haciendo poco conveniente su uso.

Sin embargo en los Gltimos afios un antiguo concepto con nove-
dosas aplicaciones, el calculo fraccional, ha sido utilizado en la
modelacién y caracterizacién de materiales viscoelasticos, princi-
palmente los polimeros.

Al parecer la viscoelasticidad es el campo de mayor aplicaciéon de
los operadores diferenciales e integrales fraccionales... se demuestra
que el uso de derivadas fraccionales para el modelado matemadtico de
materiales viscoeldsticos resulta natural... Podlubny [7]

También existen una serie de investigaciones orientadas a la
caracterizacion de los efectos mecanicos en los tejidos biolégicos
blandos empleando modelos fraccionales viscoeldsticos como lo
son: el utilizado en tejido extraido del higado [8], la determinacién
del comportamiento mecanico del tejido graso empleando nicleos

derivativos [9] o el del tejido cerebral [10] a partir de los modelos
clasicos agregando un nuevo elemento fraccional conocido como
spring-pot, cuya derivada es de orden no entero y se encuentra para
dichos modelos entre ceroy uno [11].

A su vez los modelos viscoelasticos de orden fraccional son
empleados en la obtencién de los cambios de las propiedades
mecanicas de tejidos blandos para la deteccién temprana de diver-
sas situaciones patoldgicas, principalmente el cancer de préstata
[12], donde el papel de la determinacién del orden fraccional en
el modelo juega un rol sumamente importante debido a que la
exactitud del mismo esta directamente asociado con la certeza del
procedimiento. Por lo que en diversas investigaciones se desarro-
llan metodologias en funcién de su adecuada obtencién [13,14].

2. Calculo fraccional

El origen del calculo fraccional data desde el mismo fundamento
del calculo diferencial [7] cuando en una carta enviada a Leibniz
el 30 de Septiembre de 1695 en la que L'Hopital le cuestiona el
signiﬁcado que tendria su notacién desarrollada para la n-ésima

derlvada Y. el qué sucederia en el caso n = 2, a lo que Leibniz le
responde
“Usted puede ver por eso seflor que uno puede expresar por una

serie infinita una cantidad como 9% 1/2 Aunque las series infinitas

y geométricas son relaciones dlstantes, las series infinitas admiten
sélo el uso de exponentes que son enteros, no hace todavia el uso
de exponentes fraccionarios... esto conduciria a una paradoja, de la
que algin dia se extraeran consecuencias utiles”

2.1. La derivada fraccional definida en R*

El operador diferencial local de la derivada de orden n para una
variable independiente t, D] = dt“ es solamente el operador inverso
por laizquierda del operador integral no local del n-campo integral
«If teniendo como punto de inicio cualquier valor a<t. De hecho,
para cualquier funcién continua con derivada continua, es decir,

f(t) € C? sereconoce:
D! o G f(t)=f(t), t>a, (1)
y
n-1 (t )
df o Df fO=f()- fMla" ). t>a (2)
k=0

donde fK)(a*)es lak-ésima derivada de la funcién fevaluadaen a por
la derecha. Como consecuencia de esto, tomando a=0 se requiere
que (DY sea definida como inversa por la izquierda de olIf. Para dicho
propdsito primero se introduce el nimero entero:

meN tal que m-l1l<a<m

y entonces se define la derivada fraccional de Riemann-Liouville de
orden o >0:

oDIf(t)=D{* o olf"™® f(t), con, m—-1<a<m, 3)
como:

o 1 d™ (' f(r)dr
Oth(t)= mw/o Wv (4)

dm
si m-l<a<m y Wf(t)’ si a=m

para complementar la definicién de la derivada se tiene que OD? =
I. Donde I'(x) es la funcién Gamma la cual se emplea como una
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generalizacion del factorial para el caso donde x no es un niimero
entero.

Intercambiando en la ecuacién (3) el proceso de derivaciéon e
integracion, se llega ala conocida definicién de la derivada fraccional
de Caputo, tratada de forma extensa en [15], de orden « > 0 definida
como:

sDEf() =0l %o Df*  f(t), con, m-1<a<m, (5)
donde:

a1 A C))

D0 = Fm— /O e (6)

. am .
si m—-l<a<m 'y de(t)’ si a=m
Para « ¢ Z la definicién de Caputo, ecuacién (5), se requiere que

la m-ésima derivada de f{t) sea absolutamente integrable y no sola-

mente por partes.
2.2. La transformada de Laplace para derivadas fraccionales

Cabe sefialar que resulta de mayor utilidad la definicién de
derivada fraccional de Caputo en aquellos problemas propios de la
fisicay la ingenieria donde se utilizan condiciones iniciales las cua-
les se encuentran expresadas en términos de derivadas de orden
entero. Esto puede ser visualizado facilmente mediante el uso de
la transformada de Laplace, misma que requiere en su definicién
de transformada de una derivada, de las condiciones iniciales las
cuales estan dadas en términos de derivadas de orden entero. De
hecho, andlogamente a la definicién para la transformada de una
derivada de orden entero, para la derivada de Caputo de orden «
conm—1<a<m,se tiene:

m—1

L{GDE f(e)is)=sF(s)= > s K0, (7)

k=0
donde

fU9(0%) = lim - DEf(t)

parala cual £ {; s} es el operador de Laplace, y f(s) es la transforma-
cién de la funcién f(t) del dominio del tiempo al de la frecuencia.
Sin embargo cuando las condiciones iniciales son cero, la ecuacién
(7), se reduce a:

LD f(b);s) = s*f(s),

La transformada de Laplace puede ser expresada en términos de
las funciones de Mittag-Leffler, en particular

m-1l<a<m (8)

L{tPTE, p(—1t%);s} = % 9)
donde

ay_ N (M)
Ep-M)= 2 Fant B) (10)

n=0

cona, B e Rty A € R. E,g(—At*) es la funcién de dos pardme-
tros de Mittag-Leffler, la cual surge como una generalizacion de la
funcién exponencial.

3. Modelo viscoelastico de Zener

El modelo viscoelastico de Zener consiste en una adecuacién
fraccional del sélido lineal estandar (SLS por sus siglas en inglés)
[16]. Para lograr obtener la versién fraccional es necesario que se
reemplace la derivada de primer orden por la derivada fraccional

deorden« € (0, 1) en su ecuacién constitutiva. De aqui se obtienen
las siguientes relaciones de esfuerzo deformacién:

[1+a DY o(t)= [m+by §DY]€(t) (11)

donde o(t) es el esfuerzo, €(t) es la deformaciény ay, by, m son cons-
tantes del modelo relacionadas con los coeficientes de elasticidad
y viscosidad.

La teoria de la viscoelasticidad establece una relacién entre el
esfuerzo y la deformacion a través del médulo de relajacién a los
esfuerzos G(t) y el de fluencia J(t) de la siguiente manera:

t
o(t):/ G - 52 ae (12)

/ Jt-¢§ dé (13)

donde £ es una variable de convolucién. En el caso del modelo de
Zener el médulo de fluencia tiene la forma:

ai 1
](t)=E+(a—b1)[1— L [=m ¢/b1)]] (14)
y el médulo de relajacién a los esfuerzos se define como:
by
G(t)=m+ (T - m) Eo1 [—(t/a1)"] (15)
ademas sustituyendo en la ecuacién (12), es posible obtener el

modulo complejo en el dominio de la frecuencia

@ _ m+bys®

E*(s) = &) - Tt

donde E*(s) es el médulo complejo y se compone de las contribu-
ciones de la parte elastica y la parte viscosa a la deformacién.

4. Resultados

Utilizando la definicién de la transformada de Laplace para deri-
vadas fraccionales, ecuacién (7)y lade la funcién de dos parametros
de Mittag-Leffler, ecuacién (9), se obtiene:

tOt 1 a;
€(t) = { b, Eq,a ( Ata) + mEa,O (—Ata) *o(t) (16)
donde A = %

Desarrollando los tres primeros términos de las sumatorias para
la definicién de las funciones de Mittag-Leffler, ecuacién (10), se
obtiene:

E <_ﬂt0¢>_ 1 ome m2t2
N\ by (@) biT2e) " 2T (3a)
y

m mte m2¢2e
E ——t"‘):t{St—7+7
w0 (-, O~ 5T * p2rs)

donde §(t) es la funcién delta de Diracy la introduccién de la misma
permite evadir la singularidad ocasionada por el segundo parame-
tro en la funcién de Mittag-Leffler. Aplicando la transformada de
Laplace para la operacién de convolucién,

L{f(t)«g(t);s} =F(s)-&(s)

Es posible obtener una solucién analitica de la deformacién
experimentada, bajo la aplicacién de una funcién de tensién tem-
poral [17].

Sea €,(t) la respuesta temporal correspondiente a una funcién
escalén unitario o(t) utilizada como la fuerza aplicada de manera
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temporal a la que esta sometida la arteria, es posible obtener para
el modelo de Zener, ecuacién (16), la respuesta de deformacién. La
misma se muestra en la figura 1 para los valores de los parametros
a1=5.4871, b1=5.8712, m=0.68 y «=0.408.

Como es de esperarse, la solucién del modelo de Zener exhibe
el clasico comportamiento material que presentan los tejidos blan-
dos, al ser estos materiales viscoeldsticos. Donde la deformacién
en relacion con la aplicacién de la carga se presenta de manera no
lineal mostrando una tendencia hacia los materiales considerados
como fluidos viscosos. Sin embargo en la segunda etapa cuando la
fuerza cesa en su aplicacién, se muestra un estado de relajacién, el
cual es propio de los materiales viscoelasticos. Comparado con
el modelo SLS el cual presenta a partir del momento donde se aplica
inicialmente la carga un comportamiento elastico clasico es decir
casi lineal y un tiempo de relajacién mas breve que el presentado
por el modelo de Zener. Estas caracteristicas del modelo de Zener,
resultan sumamente favorables dado que el mismo se utilizara para
simular los efectos mecanicos en un tejido blando, particularmente
un segmento de arteria.

Los parametros mecanicos que se utilizan en la presente inves-
tigacién son los mismos que los obtenidos por Craiem et al [18]
empleando un experimento de relajacién a los esfuerzos, este se
realiza sobre segmentos de arteria extraidos de cuatro pacientes. El
mismo consiste en aplicar una carga ciclica periédica sobre el seg-
mento de arteria y al cesar su aplicacién se miden los tiempos que
tarda en regresar a su estado tensorial original.

Se elige al primer paciente en el nivel de esfuerzo mecanico bajo
debido a que la geometria de la arteria con la que se cuenta se
construy6 a partir de imagenes médicas obtenidas mediante un
TAC para un paciente de 37 afios de edad y estos parametros son
los que mas se aproximan a las condiciones reales.

Como sefialan los autores, estos no encontraron variaciones sig-
nificativas entre los valores de las constantes mecanicas para los
pacientes entre los dos modelos que emplearon, sin embargo si
identificaron variaciones entre los valores de « [19], este Gltimo
valor representa el orden de la derivada fraccional. Por esta razén
se decidi6 realizar un ajuste sobre el valor de «, para determinar si
este resultado es aquel que mejor se aproxima al conjunto de datos
o si se debia considerar un nuevo valor del orden fraccionario y que
implicaciones se derivan de realizar dicho ajuste.

La determinacién del orden fraccional se realiza mediante la
implementacién de un algoritmo basado en el método numérico
de Levenberg-Marquardt para ajuste de curvas mediante minimos
cuadrados para modelos no lineales, aproximando la funcién de
relajacién a los esfuerzos G(t) a un conjunto de puntos experimen-
tales obtenidos en [19].

Los resultados obtenidos se muestran en el tabla (1) donde es
posible observar que incrementando el nimero de datos utilizados

40 T T T T
S - Zener
< B SLS
& 30, /\s 4
© ‘ .
g b/ o\
g 201 s, ]
© ! .,
» q hEN
[0} 3 ‘~
=] .l
§ 100 ’~-.,_'.‘_ i
e Treea S e
0 1 1 1
0 10 20 30 40 50
Tiempo (S)

Figura 1. Modelo fraccional viscoelastico de Zener comparado con el modelo clasico
del sélido lineal estandar.

Tabla 1

Relacién entre el nimero de puntos de control utilizados al momento de implemen-
tar el método numérico, el valor que se obtiene para e y la calidad de la aproximacién
en términos de la desviacién estandar de la curva obtenida contra la experimental.

Cantidad de datos utilizados Valor obtenido de o Desviacién estandar

450 0.2132 0.0048
900 0.2336 0.0034
1,800 0.2542 0.0015
4,500 0.2813 0.0004
4,500,000 0.4026 0.0001
45,000,000 0.4081 0.00003

en el método numérico se obtienen valores cercanos a 0.4, mismo
que se encuentra dentro de los rangos adecuados para tejidos
blandos como se muestra en diversos estudios, por ejemplo los
de Craiem et al [20] que oscilan alrededor de 0.2 para el caso de
un segmento de arteria, pero mas cercanos a los presentados por
Nagehan y Ergin [21] para otros tejidos blandos. Este valor de «
indica que el material tiene caracteristicas predominantes del tipo
elastico al estar por debajo de 0.5, pero con una etapa de fluido
viscoso al identificarse claramente el fenémeno de relajacién a los
esfuerzos, cuando la carga es retirada.

A continuacién en la figura 2 se muestra un grafico en el cual
se presentan los distintos valores de « para el ajuste del modelo
de Zener, resulta conveniente mencionar que a partir del valor
«=0.4081 la aproximacién aumenta su desviacién estandar, es decir
comienza a alejarse del minimo absoluto en la regresién. Ademas
se observa que a pesar de que el rango en el que se mueve la funcién
es relativamente pequefio (0.72 ~ 0.77), el ajuste propuesto inicial-
mente en la investigacion de la cual se obtuvieron los parametros
dista considerablemente del nuevo valor de « propuesto. Y al estar
trabajando con un sistema dindmico, es necesario tener en consi-
deracién el como se afecta la precisién del mismo, ya que el sistema
puede tener un respuesta sensible a las condiciones iniciales, como
se muestra adelante en este estudio.

Por otra parte el médulo de fluencia J(t) es cominmente uti-
lizado en experimentos donde se mantiene de forma constante
el esfuerzo y se registran los diferenciales de la deformacién en
funcién del tiempo.

Los materiales viscoelasticos presentan un comportamiento
variado, el mismo debe ser cuadratico en pequefios intervalos de
tiempo y lineal en tiempos mayores, esta funcién se muestra en la
figura 3. Aqui se puede apreciar inicialmente el comportamiento
lineal que proporciona el modelo de orden entero y la notable dife-
rencia entre los valores de o donde se puede apreciar como para el
valor de @=0.2542 el médulo de fluencia entra rapidamente en
el estado lineal lo cual no sucede para el valor de «=0.4081.

Como se mencioné anteriormente, el médulo complejo es el
vector obtenido como suma de las contribuciones de los médulos

0,90 T T T T T
Experimental
0.85F a=0.2813
S - a=0.4081
= 080k e a=0.48 ]

0 500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
Tiempo (S)

Figura 2. Aproximacién de la funcion de relajacion a los esfuerzos G(t) para diversos
valores de « y la curva obtenida de manera experimental.
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Figura 3. Representacién grafica del médulo de fluencia.

elastico (parte real) y viscoso (parte imaginaria), en la figura 4 se
muestra el médulo complejo en el dominio de la frecuencia s. Una
vez mads se puede apreciar la diferencia entre la respuesta obtenida
para el modelo de orden entero y los de orden fraccional donde
para estos Gltimos también es posible apreciar una considerable
diferencia para bajas frecuencias.

Es importante mencionar que es a partir del médulo complejo
que se obtienen los parametros en el dominio de la frecuencia, los
cuales son introducidos en un software especializado para el cdlculo
mediante elementos finitos, para la obtencion de la distribucién de
esfuerzos en el segmento de arteria.

Por tltimo se desea determinar cudl es la respuesta temporal de
deformacién para la arteria a partir de la aplicacién de una serie
de pulsos sanguineos tal como sucede en la realidad. Primeramente
se construye una funcién que asemeje el pulso con las fases de
sistole (contraccién) y diastole (relajacion), descripciones del flujo
arterial pueden ser consultadas en [22].

La funcién que simula el efecto del pulso sanguineo se describe
a continuacién:

(6) = { 12.6 cos(3.79t) — 3.4 cos(10.82t)+ (17)

20.1sin(1.97¢t) + 1.3sin(12.11¢)

y la forma del pulso se muestra en la figura 5.

Para este pulso unitario se obtiene la respuesta temporal del
segmento de arteria, el mismo se muestra en la figura 6. Aqui es
posible apreciar la precisién que presenta el modelo fraccional en
comparacién con el del SLS, en el tiempo inicial se observa el efecto
del pulso con sus etapas para el modelo de Zener y en cambio para
el SLS esta etapa se refleja en dos estados casi lineales, para después
caer en un estado de relajacién nuevamente lineal. A diferencia del

Respuesta

08} .-
----- - a=0.4081

07 a=0.2542 |
sLs
0001 0010 0100 1 10 100 1000

Frecuencia

Figura 4. Se muestra el médulo complejo E*(s) para dos valores « del modelo de
Zener y él obtenido para el SLS.

20

18

16

14

p(t) KPa

12

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Tiempo (S)

Figura 5. Se muestra la representacién grafica de la funcién de pulso de 120/80
mmHg convertida a pascales y compuesta basicamente de las dos etapas del mismo.

0,25 T T T T
----- - Zener

0,20F! A SLS |

0,15}! M B

0,10 e ]

Respuesta temporal €(t)

0,05k Trmemealll L, -

0’00 1 1 1 1

Tiempo (S)

Figura 6. Respuesta temporal del pulso unitario.

fraccional donde existe una caida no lineal y un estado pronunciado
de relajacion.

Sin embargo es de sumo interés determinar los efectos del pulso
como una sucesion de los mismos por lo que se genera una fun-
cién periédica pr(t), la cual se muestra en la figura 7 para los tres
primeros periodos.

Aplicando el método numérico de Gauss-Kronrod en la solucién
de las integrales presentes en el proceso de convolucién es posible
obtener larespuesta temporal de la aplicaciéon del tren de impulsos,
la misma que se muestra en la figura 8 para su estado inicial, y para
tiempos prolongados en la figura 9. Se puede observar en principio
una zona de inestabilidad, pero alrededor de los cinco segundos se
presenta una zona de oscilacién que muestra basicamente la rela-
ciénde tensiény deformacién de interés en lainvestigacion. Se debe

pr(t) KPa

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Tiempo (S)

Figura 7. Representacion grafica del tren de pulsos, que simulan el pulso sanguineo
presente habitualmente en la arteria.
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Figura 8. Representacién grafica de la respuesta temporal en su estado inicial.
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Figura 9. Representacién grafica de la respuesta temporal al tren de pulsos que
simulan el flujo sanguineo presente en el segmento de arteria.

tener en cuenta, como se menciond anteriormente, que debido al
uso de la definicién de la transformada de Laplace para la derivada
fraccional de Caputo, se requiere que las condiciones iniciales del
sistema sean definidas para 6rdenes enteros de las derivadas. Con
la finalidad de simplificar el sistema, las condiciones iniciales se
toman como nulas. De aqui se concluye que la dindmica del sistema
entra en un estado estable y este permaneceria asi de no retirar el
estimulo sobre el mismo, figura 10.

Ahora el segmento de arteria sera sometido a una carga “inu-
sual” simulando un proceso de arritmia [23,24] el cual se compone
de un pulso inicial en el que antes de haber terminado su periodo
se presenta un nuevo pulso lo cual genera un traslape entre los
dos. Este se define como py(t) donde los pulsos tienen una misma
frecuencia pero distinta amplitud. La simulacién del fenémeno se
muestra en la figura 11

0,52 T T T

0,51 3

0,50 ]

049} ]

Respuesta temporal € (t)

0,48 L L
40 41 42 43 44

Tiempo (S)

Figura 10. Representacion grafica de la respuesta temporal en la zona estable.

20+ R

15+ R

Par(t) KPa
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Figura 11. Tren de pulsos simulando el efecto de una arritmia

A diferencia de la estabilidad mostrada en el caso anterior, para
el presente tren de impulsos con diferente amplitud se tiene una
zona de inestabilidad que tiende aumentar a lo largo del tiempo,
esto se muestra en la figura 12.

Inicialmente se muestra una zona de inestabilidad, la cual sobre-
pasa el estado de deformaciones del pulso regular en menos de tres
segundos, sin embargo a partir del tiempo t=5 el sistema deberia
comenzar a estabilizarse, cosa que no sucede. Después del tiempo
inicial continua un estado creciente donde al cabo de 20 segundos
practicamente se duplica la magnitud de la deformacién. Es claro
que este fenémeno fisiolégicamente no es posible, debido a que
de presentarse esta condicién por un periodo de tiempo similar se
hubiese producido un infarto. Ver figura 13.

Realizando un acercamiento a la zona de inestabilidad sefialada
en la figura 13, se genera la figura 14 donde se puede observar el
comportamiento repetitivo de la respuesta temporal al flujo que
simula el proceso de arritmia y nuevamente es posible visualizar
la sensibilidad que presenta el modelo fraccional al reproducir este
efecto.

Para concluir se analiza el cambio en el flujo comiin provocado
por un dispositivo de ventilacién mecanica descrito en [25] donde
se detectan picos de presién en conjunto con un desplazamiento
oscilatorio de la sefial en la aorta. La representacién del flujo san-
guineo de la presién se describe en la figura 15.

La respuesta del sistema es similar a la presentada por el efecto
de arritmia donde al igual que esta Gltima se tiene una respuesta
temporal que sobrepasa los limites presentados por el flujo nor-
mal de 120/80 mmHg y donde también se observa un efecto
no transitorio de oscilaciones con una pendiente creciente. Para
fines de la investigacion este efecto se prolonga en un tiempo
t=40s, sin embargo en la realidad este fenémeno sélo se presenta

Respuesta temporal €_ (t)

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0,0 L L

Tiempo (S)

Figura 12. Respuesta temporal inicial al tren de pulsos con diferentes amplitudes.
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Figura13. Respuestatemporal al tren de pulsos con diferentes amplitudes, se puede
observar como a diferencia del primer estado, aqui no se presenta una zona de
estabilidad del sistema dindmico.
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Figura 14. Acercamiento a la zona de inestabilidad.

durante breves intervalos de tiempo en el proceso de ventilacién
mecanica. La respuesta a este comportamiento se describe en la
figura 16.

Realizando un acercamiento a la zona de interés, figura 17, se
observa nuevamente el comportamiento creciente y oscilatorio que
se presenta en la respuesta del sistema dinamico, donde también
se logra apreciar la sensibilidad que presenta el modelo fraccional
en lo concerniente a la precisiéon que se tiene en la caracteriza-
cién de la respuesta al lograr reproducir los efectos mas minimos
oscilatorios.

30 T T T T T

251 1

20 1

Pur(t) KPa

15[ ]

0 2 4 6 8 10 12
Tiempo (S)

Figura 15. Cambio en la presién sanguinea ocasionado por la asistencia de un res-
pirador mecanico.
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Figura 16. Respuesta temporal al flujo ocasionado por un respirador mecanico.
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Figura 17. Acercamiento a la zona de interés.
5. Conclusiones

Se comprobb la utilidad del modelo de Zener y por afiadidura el
del calculo fraccional en la modelacién de tejidos blandos particu-
larmente en un segmento de arteria, los cuales se caracterizaron a
través de un modelo constitutivo que obedece las leyes del material
viscoelastico.

Se determind el orden de la derivada fraccionaria que mejor
ajusta el modelo aqui aplicado al conjunto de datos, obteniendo
un valor que si bien se aproxima a las investigaciones realizadas
actualmente por Craiem [ 18] para las arterias, este es atin mas cer-
cano al reportado por Magin y Nagehan [21,26] para otros tipos de
tejidos blandos. Se comprob6 la importancia de la precisiéon en la
determinacién del orden fraccional debido a las diferencias que se
presentan entre ambos valores de « a pesar de la cercania de los
valores del orden fraccional.

Se aplicaron una serie de pulsos de entrada al modelo, obtenién-
dose respuestas que dejan ver una dinamica compleja del sistema
de ecuaciones diferenciales y una sensibilidad en los cambios en las
condiciones iniciales. Esto lleva a pensar en un andlisis propio de
la dindmica del sistema y explorar en esta dimension fractal la via-
bilidad del caos, como se hace referencia en los articulos de Magin
y Awrejcewicz [26,27]. Si bien el modelo de Zener presenta ven-
tajas sobre el de orden entero, este atin resulta limitado ya que en
el mismo no se consideran los efectos metabélicos presentes en el
cuerpo humano, lo que genera una reconstitucién y modificacién
mecanica del material. De igual manera es necesario escalar este
sistema unidimensional a un sistema tridimensional que permita
caracterizar los efectos de anisotropia presente en la mayor parte
de los materiales bioldgicos, asi como la posibilidad de generar una
subrutina de elementos finitos que incluya la formulacién fraccio-
nal como la desarrollada por Agrawal [28] y no solamente se incluya
a partir de la obtencién de parametros del dominio de la frecuencia
como en el caso de esta investigacion.
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