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INFORMACION DEL ARTICULO RESUMEN
Historia del articulo: En el célculo de vigas y placas de vidrio laminado el vidrio se suele considerar como un
Recibido el 1 de agosto de 2018 material con propiedades elastico-lineales, mientras que los materiales poliméricos que
Aceptado el 26 de marzo de 2019 conforman el laminado presentan un comportamiento viscoeldstico. Como consecuencia,
On-line el 25 de abril de 2019 el comportamiento mecénico del vidrio laminado depende del tiempo y de la temperatura.
Por otro lado, las mallas de elementos finitos utilizadas para la modelizacién numérica de
Palabras clave: estos elementos suelen ser muy densas debido a que los espesores de las capas de vidrio —y
Vidrio laminado sobre todo los de las capas poliméricas— son mucho mds pequenos que las otras dimen-
Viscoelasticidad siones del elemento (ancho y largo). Por esta razoén, el calculo numérico de estos elementos
Espesor efectivo suele ser un alto coste computacional. En los Gltimos afnos se ha propuesto el concepto de
Vigas rigidez efectiva (alternativamente espesor efectivo y médulo de elasticidad efectivo) para el
Placas célculo simplificado de vigas y placas de vidrio laminado. En este trabajo se propone una

metodologia para calcular la deformada de vigas y placas de vidrio laminado sometidas
a cargas estdticas, utilizando un modelo monolitico eldstico-lineal (que puede ser anali-
tico o numérico) junto con las ecuaciones de la rigidez efectiva del elemento laminado. Las
ecuaciones presentadas en este trabajo se validan mediante ensayos en vigas simplemente
apoyadas y placas apoyadas en las cuatro esquinas, siendo el error maximo obtenido del

10%.
© 2019 SECV. Publicado por Elsevier Espana, S.L.U. Este es un articulo Open Access bajo la
licencia CC BY-NC-ND (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Simplified calculation of laminated glass: Displacements determination
in beams and plates under static loadings by using monolithic models

ABSTRACT

Keywords: In the calculation of laminated glass elements, glass layers are commonly considered as
Laminated glass linear-elastic whereas the polymeric interlayers present viscoelastic behavior. Consequen-
Viscoelasticity tly, the mechanical behavior of laminated glass elements depends on time and temperature.
Effective thickness Many finite elements are needed to calculate these elements because the thickness of the
Beams glass layers (and above all that of polymeric interlayers) are much smaller than the other
Plates two dimensions of the element (with and length). For this reason, the calculation of these
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elements is very high time consuming. Recently, several authors have proposed the effec-

tive stiffness concept (alternatively effective thickness or effective Young’s modulus) for the

simplified calculation of laminated glass elements. In this work, a methodology is proposed
to predict the deflection of laminated beams and plates under static loadings using a linear
elastic monolithic model (analytical or numerical) and the equations of the effective stiff-

ness for the laminated glass. The equations proposed in this work have been validated by

experimental tests carried out in simply-supported beams and in a plate supported at the

four corners, the maximum error being less than 10%.
© 2019 SECV. Published by Elsevier Espana, S.L.U. This is an open access article under
the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Nomenclature

a Largo de la placa

b Ancho de la viga o placa

D Rigidez a flexién en placas

WMoN

Distancia del plano medio de la capa al plano
medio de la viga completa

Moédulo de elasticidad del vidrio

Mobdulo de elasticidad efectivo

Coeficiente de médulo de la serie de Prony
Moédulo de relajacién de la capa viscoelastica
Moédulo de elasticidad inicial de la capa viscoe-
lastica

Funcién de forma en vigas (modelo de Galuppi
y Royer-Carfagni)

Funcién de forma en placas (modelo de Galuppi
y Royer-Carfagni)

Moébdulo de relajacién a cortante de la capa vis-
coelastica

Moédulo de cortadura inicial de la capa viscoe-
lastica

Espesor de la capa 1 de vidrio

Espesor de la capa 2 de vidrio

Espesor de la capa 3 de vidrio

Momento de inercia

Longitud de la viga

Coeficiente de Poisson del vidrio

En vigas, coeficiente que depende de la longi-
tud, del tipo de carga y las condiciones de apoyo
En placas, coeficiente que depende de la geo-
metria, del tipo de carga y las condiciones de
apoyo

Tiempo

Espesor de la capa polimérica

Temperatura

Coeficiente de tiempo en la serie de Prony
Temperatura de referencia

Desplazamiento

Desplazamiento del modelo laminado
Desplazamiento del modelo equivalente mono-
litico

Introduccién

El vidrio laminado es un material compuesto o estructura de
tipo séndwich formado porla adhesién de, al menos, dos capas
de vidrio y un material polimérico [1-5]. En general, las capas
de vidrio forman las capas exteriores y el material polimérico
se sitia en las capas intermedias. La configuracién més simple
que se presenta en el vidrio laminado consiste en tres capas:
dos de vidrio y una intermedia polimérica (fig. 1). No obstante,
existen multitud de combinaciones posibles, de tal forma que
cuando existe mas de una capa polimérica, al conjunto se le
denomina vidrio laminado multicapa.

El vidrio laminado (viga, placa, etc.) combina las propie-
dades del material cerdmico con las ventajas de un material
polimérico, es decir, el comportamiento del laminado es una
combinacién de ambos [6,7]. Cada capa de vidrio que forma
el elemento laminado puede ser recocida, templada o termo-
endurecida. Cuando la seccién transversal estd compuesta por
diferentes tipos de vidrio (por ejemplo, una capa de vidrio reco-
cido y otra de vidrio templado), se denomina elemento hibrido
[6,7].

Por lo que respecta a las capas poliméricas, estas presentan
un comportamiento viscoelastico [8-12], es decir, las propie-
dades mecanicas varian tanto con la temperatura (a la que se
somete el material polimérico) como con el tiempo de aplica-
cién de las cargas. Por esta razon, el material polimérico es el
que condiciona ciertas propiedades del laminado (velocidad
de deformacién y de cambio de la rigidez con la tempera-
tura), y consecuentemente estas propiedades serdn diferentes
en funcién del material que se elija para las capas interme-
dias. El butiral de polivinilo (PVB) es el material méas comun

v v VL v l l l v v v

[«

Figura 1 - Esquema y denominacién de las capas en el
vidrio laminado que consta de 2 capas de vidrio.
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para las capas intermedias, aunque el uso de polimeros como
el etilvinilacetato (EVA) o SentryGlas permite mejorar ciertas
propiedades, como son reducir la higroscopicidad o proporcio-
nar una mayor rigidez.

La respuesta estatica del vidrio laminado depende tanto
del tiempo de aplicacién de las cargas como de la tempe-
ratura a la que estd sometido el laminado. En el célculo de
estos elementos se suele considerar el vidrio como un material
elastico-lineal, mientras que el comportamiento mecanico del
material polimérico se suele considerar como viscoelastico,
por lo que el cdlculo tiene que ser de tipo cuasi estatico. Por
otro lado, el espesor de las capas de vidrio —y sobre todo el de
las capas poliméricas— es mucho mads pequeno que las otras
dimensiones del elemento, por lo que las mallas de elemen-
tos finitos utilizadas para la modelizacién numérica suelen ser
muy densas (muchos elementos 3D). Estos dos factores hacen
que el calculo estatico de estos elementos sea de un gran coste
computacional.

La respuesta del vidrio laminado esta acotada por dos limi-
tes [13]: 1) el correspondiente al caso en el que la respuesta de
dicho elemento consiste en dos capas de vidrio superpuestas
y sin conexién entre si, en adelante denominado «2 laminas»,
y 2)el denominado limite monolitico, en el que se cumplen
las hipétesis de Euler-Bernoulli (las secciones planas perma-
necen planas) para la seccién entera del elemento, por lo que
la respuesta del elemento compuesto se puede calcular con
un modelo monolitico con idéntica seccién transversal.

De forma general, suele distinguirse entre viga y placa lami-
nada, en funcién de si se trata de un elemento unidimensional
o bidimensional, respectivamente.

Con el objeto de simplificar los célculos, en los Giltimos afos
se ha propuesto el concepto de rigidez efectiva para el calculo
de elementos de vidrio laminado, que consiste en utilizar un
modelo monolitico cuya rigidez es igual a la del laminado, con
la condicién de que los desplazamientos en ambos casos sean
iguales. Debido al comportamiento viscoelastico del mate-
rial polimérico, la rigidez efectiva depende del tiempo y de
la temperatura, por lo que su implementacién en modelos
numeéricos no es una técnica sencilla.

Ademas, se utiliza el concepto de rigidez secante [3,4]
(también denominada solucién cuasi-elastica), que consiste
en considerar el material polimérico como eléstico lineal,
pero considerando en cada instante de tiempo t; los médu-
los de elasticidad E (t;) y de cortadura G (t;). Esta simplificacién
es equivalente a considerar la rigidez del material polimé-
rico igual a la que tendria si la deformacién fuese constante
durante todo el proceso de carga. Con estas simplificaciones
se pueden utilizar las férmulas del calculo elastico lineal, pero
utilizando una rigidez efectiva que depende del tiempo y de la
temperatura. Se ha demostrado [3,4] que esta solucién propor-
ciona resultados conservadores en vigas de vidrio laminado
con PVB como material intercalar.

En este trabajo se propone una metodologia para el calculo
simplificado de flechas en vigas y placas de vidrio laminado
sometidas a cargas estdticas, utilizando modelos monoliticos
y el concepto de rigidez secante. Para el célculo solamente
se necesita el desplazamiento de una viga o placa monolitica
con las mismas dimensiones, las mismas condiciones de con-
torno y la misma carga que la laminada objeto de estudio,
junto con las rigideces de las vigas monolitica y laminada. De

esta forma se evita utilizar modelos de elementos finitos con
elementos sandwich tipo placa o elementos 3D. Las ecuacio-
nes propuestas en este trabajo estan basadas en los modelos
desarrollados por Galuppi y Royer-Carfagni [4] y los resultados
obtenidos han sido validados experimentalmente y mediante
modelos numeéricos.

Hipétesis de calculo

Los modelos propuestos por distintos autores [13-16] para des-
cribir el comportamiento mecdanico de elementos de vidrio
laminado estdn generalmente basados en las siguientes hip6-
tesis:

e Las capas de vidrio presentan un comportamiento eldstico
lineal hasta la rotura. Por otra parte, la contribucién del
cortante en la deformacién se desprecia. [6,7,17-20].

e Aunque el comportamiento del vidrio se considera elas-
tico lineal, el comportamiento de la seccién completa no
satisface las hipétesis de Euler-Bernoulli y las tensiones nor-
males presentan una distribucién lineal en forma de zigzag
a lo largo del espesor.

e No existe desplazamiento relativo entre las capas elasti-
cas y las viscoelasticas, es decir, las capas intermedias se
suponen con adhesién perfecta entre si [7,25].

e La capa polimérica transmite tensiones cortantes, pero se
desprecian las tensiones normales longitudinales, es decir,
no es necesario conocer E; (t). En consecuencia, el compor-
tamiento de la capa intermedia se caracteriza mediante el
médulo de cortadura G (t) [6,7,17,18,20,21].

e La capa polimérica presenta un comportamiento
viscoelastico-lineal caracterizado por el médulo de elas-
ticidad transversal G (t, T), lo que implica que todas las
variables consideradas en el modelo (rigidez, flexién, ten-
siones, espesor efectivo, etc.) son dependientes tanto del
tiempo como de la temperatura [9-12].

e Latensién normal o, en la direccién perpendicular al plano
del propio elemento laminado se puede despreciar en las
capas de vidrio y en la capa intermedia. Esta hipétesis
implica que todas las capas tienen el mismo desplaza-
miento transversal w (x, t).

o Elmaterial polimérico tiene capacidad de deformacién sufi-
ciente, de tal manera que no se produce el fallo del vidrio
antes de la rotura del material polimérico.

e Las deformaciones del elemento laminado se consideran
pequenas, es decir, los efectos de la no linealidad geomé-
trica se desprecian [20].

Determinacién de las propiedades
viscoelasticas

El butiral de polivinilo (PVB) se puede considerar como un
material viscoeldstico-lineal cuyas propiedades mecanicas
dependen tanto de la temperatura como del tiempo [9,10].
Este comportamiento viscoeldstico se puede entender con-
siderando que dicho material posee propiedades comunes a
un material eldstico lineal y a un fluido viscoso newtoniano,
interpretados generalmente como muelles y émbolos, respec-
tivamente [9-11].
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En la mayor parte de los materiales viscoelasticos, como es
el caso del PVB, el comportamiento del material viscoelastico
se define mediante series de Prony [22], de modo que el médulo
de cortadura, G (t), viene dado por:

Ge(t) = G? 17291(14(?%)) 1
i=1

donde g; y 7 son los coeficientes de Prony estimados del
material viscoelastico. El médulo de relajaciéon E:(t) puede
expresarse también mediante:

n

Eq¢ (t) = EO 1—Zei(1—e(%)) 2

i=1

Para tener en cuenta el efecto de la temperatura en las
propiedades de la capa viscoeldstica, se considera que el
material presenta un comportamiento reolégicamente sim-
ple [9]. Este hecho permite determinar una relacién entre
el tiempo y la temperatura para estos materiales usando el
principio de superposicién tiempo-temperatura (TTS, por sus
siglas en inglés), como, por ejemplo, el modelo propuesto por
Williams-Landel-Ferry (WLF) [9,22,23]. La expresién del fac-
tor de desplazamiento propuesto en este modelo para una
temperatura T se muestra en la ecuacién (3), donde Ty es la
temperatura de referencia y C; y C; son las constantes carac-
teristicas del material. Una vez que el modelo TTS se ajusta
para una temperatura de referencia, Ty, se pueden obtener las
propiedades del material para una temperatura diferente, T.
Para ello se calcula la constante a; con la ecuacién (3) y se
determina una nueva escala de tiempos con tr = tg—f, donde
tro y tr corresponden a las temperaturas Tp y T, respectiva-
mente. Finalmente se calcula el médulo E; (tr) con la ecuacién
(1) considerando t = tr.

C1 (T — To)

loga =~ T 1) ©)

La caracterizacién experimental del PVB se realizd en un
trabajo anterior [24] con un equipo DMA RSA3 (T.A. Instru-
ments, Texas, EE.UU.) sometiendo probetas de PVB con un
espesor de t =0,38 mm a ensayos de relajacién a traccién
durante 10 min para obtener el médulo E; (t). El PVB se ensayo
a diferentes temperaturas, desde —15°C hasta 50°C, con el
objetivo de aplicar el principio de TTS para la construccién de
la curva maestra. Los coeficientes de la ecuacién del modelo
de WLF [25], C; = 12,60 y Cy = 74, 46 para la temperatura de
referencia Ty = 20°C, se obtuvieron ajustando las curvas expe-
rimentales a las diferentes temperaturas. Ajustando los datos
a la ecuacién (2) en la que se han utilizado 13 términos, se
obtienen los coeficientes e; y t; indicados en la tabla 1. En este
trabajo el médulo de cortadura G; (t) se ha obtenido a partir de
E: (t), considerando p = 0, 5 mediante:

E¢ (t) Ee (1)
Ge(t) = Taten) - 3 (4)

Tabla 1 - Coeficientes para el PVB

7[s] €

2,36600000000000E-07
2,26430000000000E-06
2,16668000000000E-05
2,07327300000000E-04
1,98389580000000E-03
1,89837195000000E-02
1,81653498300000E-01
1,73822593210000E+00
1,66329270788000E+01
1,59158978189400E+02
1,52297789909670E+03
1,45732380763177E+04
1,39449999999999E+05

2,342151953E-01
2,137793134E-01
1,745500419E-01
1,195345045E-01
1,362133454E-01
6,840656310E-02
4,143944180E-02
7,251952800E-03
2,825459600E-03
2,712854000E-04
4,293523000E-04
9,804730000E-05
5,274937000E-04

1010

100 F

108 +

107 F

Mbdulo de relajacion [Pa]

108

108 L L R
108 10€ 104 102 10° 102 104 108
Tiempo [s]

Figura 2 - Médulo de relajacion para el PVB a T=20°C.

Los resultados obtenidos correspondientes al médulo de
relajacién, E; (t, Tp), asi como al médulo tangencial de relaja-
cién, Gt (t, To), se representan en la figura 2.

Ajustando los datos experimentales a la ecuacién se obtie-
nen los coeficientes indicados en la tabla 1.

Espesor efectivo

Varios autores [1-4] han propuesto el concepto de espesor
efectivo para el célculo de desplazamientos en elementos de
vidrio laminado. El espesor efectivo se puede definir como
el espesor necesario en un elemento de vidrio monolitico
para reproducir el mismo desplazamiento que el del elemento
laminado, ambos sometidos a la misma carga y condiciones
de contorno y con la misma longitud y anchura.

Como larigidez del elemento de vidrio laminado EI(t, T); 5,
es dependiente de la temperatura y del tiempo, el espesor
efectivo también depende de estas variables, por lo que para
cada instante de tiempo y para cada temperatura se tiene un
espesor Hep (t, T) diferente:

EH3_ (¢, T)
EI(t, T)pam = % (5)



230 BOLETIN DE LA SOCIEDAD ESPANOLA DE CERAMICA Y VIDRIO 58 (2019)226-236

De forma andloga, se puede definir un médulo de elasti-
cidad efectivo, en el que se mantiene un espesor constante
para todas las situaciones de trabajo y se tiene un mddulo de
elasticidad efectivo Eq5 (t, T) dependiente del tiempo y de la
temperatura:

Eop (t, T)H®
EI(t, T) oy = % (6)

No obstante, las ecuaciones del mddulo de elasticidad efec-
tivo y las del espesor efectivo se obtienen a partir de la rigidez
EI(t, T) o - Por estarazén, cuando se calcula el desplazamiento
de una viga o placa mediante dichas ecuaciones analiti-
cas, ambos métodos proporcionaran el mismo resultado [26].
El concepto de espesor efectivo fue propuesto inicialmente
por Bennison [2] y més tarde utilizado por Galuppi y Royer-
Carfagni [3-5]. Aunque en ecuaciones analiticas no tiene
ninguna trascendencia utilizar la rigidez efectiva EI(t, T) 5p
el espesor efectivo Heg (t, T) 0 el médulo de elasticidad efec-
tivo E.f (t, T), el método mas sencillo para su implementacién
en un modelo de elementos finitos es el médulo de elastici-
dad efectivo, pues se trata de un modelo en el que se define
un espesor constante, mientras que el médulo de elasticidad
depende del tiempo y de la temperatura.

Calculo de elementos de vidrio laminado tipo
viga

En este apartado se propone un método para calcular la defor-
mada de una viga laminada utilizando un modelo monolitico.
Es decir, se pueden utilizar las férmulas de cdlculo estatico de
vigas o, en su defecto, un modelo numérico monolitico. Por
tanto, no es necesario un modelo numérico con elementos 3D
o con elementos tipo sandwich.

Las ecuaciones que se presentan se deducen de considerar
que la forma de las deformadas de las vigas laminada y mono-
litica son iguales (aunque con magnitudes distintas) siempre
que estén sometidas a la misma carga y con la misma lon-
gitud y las mismas condiciones de contorno, hipétesis que se
ha demostrado que proporcionan resultados bastante precisos
[3-5]. Bajo estos supuestos, si se conoce la deformada wyon (X)
de una viga monolitica de la misma longitud, las mismas con-
diciones de contorno, la misma carga y de espesor igual al total
de la viga laminada objeto de estudio, la deformada de la viga
laminada se puede obtener mediante la expresion:

)

EI
wr, (X, t, T) = WMON (X) * ( MON )

Eliam (t, T)

Donde EI(t, T),,on €S la rigidez de la viga monolitica EI =
% e EI(t, T) o s la rigidez de la viga laminada que viene
dada por [4,5]:

Ypi
Vgil?
i(t.T)

EI(t, T)pap = Elni | 1+
1+

®)

Donde E es el médulo de elasticidad del vidrio, I; es la suma
de los momentos de inercia de las capas de vidrio respecto a
su centro de gravedad, el subindice «i» representa el nimero

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo [s] x10*

Figura 3 - Relacion entre rigidez de viga laminada y

monolitica para la configuracion del ensayo.

de capas de vidrio, Yp; es un pardmetro geométrico adimen-
sional, yp; es un coeficiente que depende del tipo de carga que
actlia sobre la viga y de las condiciones de contorno (los valo-
res mas comunes estan tabulados en [5], aunque para calculos
aproximados puede utilizarse la expresién yp = ﬁ, donde B

es el coeficiente a pandeo de la viga) y gp; €s un pardmetro que
depende de G (t, T) ydeE. En la tabla 2 se muestran las ecuacio-
nes para calcular estos pardmetros en los casos de 2y 3 capas
de vidrio.

Aplicacién a viga simétrica de vidrio laminado

Las ecuaciones anteriores se utilizan para estimar el despla-
zamiento en el punto medio de una viga de vidrio laminado
de longitud L = 1m, ancho b = 0, 1m y espesores Hy = 2, 84mm,
t = 0,37 mm, Hy = 2,80 mm simplemente apoyada y sometida
a una carga uniformemente distribuida q = 19,7 N/m [24].

Para determinar la validez de la ecuacién se realiza
un ensayo experimental. La carga distribuida se reproduce
mediante la colocacién sobre la viga de siete cargas concen-
tradas equiespaciadas. La viga se ensayd durante 24h a una
temperatura media de T = 17, 5°C, midiéndose el desplaza-
miento del punto central (punto de mayor desplazamiento).

El primer paso consiste en calcular la flecha en el punto
en el que se desea conocer el desplazamiento para una viga
monolitica simplemente apoyada de longitud L = 1 m, espesor
H=H; +t+H; =6,01 mmy con carga distribuida q = 19, 7X.
La flecha de una viga monolitica simplemente apoyada puede
calcularse mediante la expresién:

5qL*

w = —
MON = 384FTyon

=2,026 mm (9)

Por otro lado, la relacién entre la rigidez de la viga equiva-
lente monolitica y la viga laminada se muestra en la figura 3,
en la que yp = % [5]. Esta relacién es constante para una
viga con una geometria y temperatura determinadas, pero
depende del tiempo de aplicacién de la carga: al inicio (t=0s)
la relacién es 1 y aumenta con el tiempo a medida que en el

material polimérico se relaja, llegando a ser 1,649 para t=25h.
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Tabla 2 - Ecuaciones para el calculo de vigas formadas por 2 y 3 capas de vidrio

VIGAS
Numero de capas (i) 2 capas de vidrio 3 capas de vidrio
2 A1d2+Ayd2 +A5d2
bH2, H Hy ( 19205443 3)
i Yi2 = gty = v B
HyH HyHyp+Hg (Hyp+Hps
& & = el h= "
dy dy = — H11+;1,22 dy =d1 —Hp
ds3 - d3 = dy — (H12 + Ha3)
Hip H12:t1+(Hl¥7Hz>:d1—d2 Hip =t1 + % =di—dp
Hy+H
Hys = Hp=t+ (252) =d, —ds
H3+H3 H3+H3+H3
It Ip=IL+ILb=hb 1122 113:I1+12+13:b%
H2  H2
" ) Gt(t.T)b<%12+€ 12
: b
Igi ge2(t.T) = 5= ITZI?BZ 9es(t. T) = ElT3Yp3
1 T T ] T T T T T
0 S [ p— EC.(7) |
-1} —— EXP |
LIMITE MONOLITICO (2,02 mm)
-2
S~ -
4} 4

Desplazamiento [mm]

JAAAAAAAAL
A A

LIMITE 2 LAMINAS (9,80 mm)

~10 T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo [s] x 104

Figura 4 - Desplazamiento de viga laminada con H; = 2,84 mm, t =0,37 mm, H, =2,80 mmya T=17,5°C.

Para calcular el desplazamiento de la laminada en el punto Las predicciones analiticas se validaron experimen-
de méximo desplazamiento para t=25h, se aplica la ecuacién talmente ensayando la viga durante 25h (90.000s) a
(7). una temperatura media de T =17,5°C. La carga dis-
tribuida se reproduce colocando 7 cargas concentradas

wy (x=0,5 m, t = 25h, T = 17, 5°C) = 1, 649 * 2, 026 equiespaciadas.
Enla figura 4 se representa el desplazamiento predicho con
=3,34 mm (10)  laecuacién (7) junto con el medido experimentalmente (EXP).

Se puede observar que la flecha predicha analiticamente en el
centro de la viga es mayor que la obtenida experimentalmente,

De forma general, se puede obtener el valor del desplaza- siendo el error menor al 10%
miento en cualquier otro punto a partir del desplazamiento El limite «2 laminas» corresponde al caso limite en el que
de la viga monolitica equivalente: el médulo de cortadura del polimero G; (t) = 0.

En el caso del PVB, el valor minimo de G (t) = Gt (00) =

0,37Mpa, lo que significa que el limite «2 laminas» no se

I alcanza nunca. No obstante, se puede estar cerca de ese limite

wr | x| = wmon | x0 | * (%) (12) con vigas cortas y condiciones de contorno asociadas a valores
Eliam (t. T)

altos de .

X1 X1

X3 X3
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Figura 5 - Relacién entre rigidez de la viga monolitica y

rigidez de la laminada equivalente para la viga hibrida.
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Figura 6 - Desplazamiento de viga laminada en el punto
central para la viga con H; = 3,85 mm, t =0,76 mm
H3;=7,8 mmyaT=18,3°C.

Aplicacién a viga no simétrica de vidrio laminado

Con el objeto de comprobar estas ecuaciones en vigas no simé-
tricas, se realiz6 un ensayo estdtico en una viga de vidrio
laminado con espesores de Hy = 3,85mm, t =0,76mm y Hy =
7,8mm con carga de q = 38, 25%, temperatura T = 18, 3°C, lon-
gitud L = 1m y un tiempo de aplicacién de la carga de 24 h.

La relacién Elyon/ElLam Se muestra en la figura 5. De los
resultados mostrados se observa que la flecha de la viga lami-
nada puede llegar a ser hasta casi 2,5 veces la monolitica.

En la figura 6 se representa el desplazamiento predicho
para el punto central con la ecuacién (7) junto con el obtenido
experimentalmente. Se puede observar que el modelo ana-
litico predice el desplazamiento en el centro de la viga para
cualquier instante de tiempo con un error menor del 10%,
siendo la flecha predicha analiticamente mayor a la experi-
mental. Esta viga presenta un mayor espesor que la anterior,

Figura 7 - Esquema del ensayo.

por lo que el desplazamiento maximo estd mas cercano al
limite «2 ldminas».

Aplicacion a viga de vidrio laminado sometida a diferentes
temperaturas

Para considerar el efecto de la temperatura, la ecuacién (7)
se aplica a una viga de vidrio laminado con espesores H; =
3,05mm, t=0,77mmyHy = 3,12mm, L =0,5my b = 30mm. La
viga se ensay6 dentro de una cdmara climadtica a diferentes
temperaturas: T = 25°C, 30°Cy35°C.

La viga se apoyd en sus dos extremos, aplicindose una
carga puntual de 10N en el centro del vano. Descontando las
dimensiones de los apoyos, la luz o distancia libre entre apo-
yos se redujo a L = 0, 470m. La disposicién de la viga dentro
de la camara climatica con la carga aplicada puede verse en la
figura 7.

Las predicciones obtenidas con la ecuacién (7), corres-
pondientes al punto central, junto con los valores medidos
experimentalmente con un sensor laser de desplazamiento,
se muestran en la figura 8. Se puede observar que el modelo
analitico reproduce el efecto que provoca la temperatura en
el desplazamiento de la viga: a mayor temperatura, menos
tiempo se tarda en alcanzar un determinado valor de despla-
zamiento. Estos resultados estdn de acuerdo con los obtenidos
en investigaciones previas [26]. Por otro lado, se puede ver que
la ecuacién reproduce el desplazamiento con un error menor
al 10% para todos los casos, exceptuando el caso de T = 35°C,
en el que para tiempos menores a 5h el error aumenta hasta
el 17%, aproximadamente.

Por otro lado, se realizé un modelo numérico del tipo
viscoelastico utilizando el programa de simulacién por
elementos finitos ABAQUS. Se utilizaron elementos Shell
Continuum de 8nodos con integracién reducida SC8R para
las capas de vidrio, mientras que las capas de PVB fueron
modelizadas con elementos 3D y 8 nodos (C3D8). El compor-
tamiento del PVB se definié como viscoeldstico utilizando
los coeficientes de Prony mostrados en la tabla 1 y el com-
portamiento del vidrio se considerd eldstico-lineal con un
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Figura 8 - Desplazamiento experimental y prediccién
analitica para la viga de vidrio laminada con
H1=3,05 mm,t=0,77 mm, H, =3,12 mm alas
temperaturas T =25, 30 y 35°C.

moédulo de elasticidad de 70GPa y un coeficiente de Poisson
de 0,22.

Los resultados de desplazamientos obtenidos en la simula-
cién numérica, junto con los obtenidos mediante la ecuacién
(7), pueden verse en la figura 9. Para cada instante de tiempo
las predicciones analiticas son mayores que las obtenidas
numéricamente, es decir, la prediccién analitica es conserva-
dora. No obstante, a largo plazo los desplazamientos méaximos
obtenidos son muy similares. Los errores entre los diferen-
tes métodos, calculados mediante la ecuacién (7), pueden
verse en la figura 10. Se puede apreciar como los erro-
res obtenidos con ambos métodos son menores del 17%
para tiempos inferiores a 20s, punto a partir del cual las
diferencias se reducen a menos del 2%. Los desplazamien-
tos predichos analiticamente son mayores a los obtenidos
experimentalmente.

Numérico T = 25 °C
Numérico T =30 °C
Numérico T = 35 °C
— — —EC(7)T=25°C
— — —EC(7)T=30°C

— —EC(7)T=35°C

Desplazamiento [mm]

8 : :
108 102 100

Tiempo [s]

10" 1074

Calculo de placas de vidrio laminado

Para el calculo de desplazamientos en una placa rectangu-
lar de vidrio laminado de dimensiones a x b se propone una
ecuacién similar a la de vigas:

Donde wyon (X, y) es la forma que adopta la deformada de
una placa monolitica de seccién constante, con las mismas
dimensiones que la laminada, de espesor la suma de todas las
capas y sometida a las mismas condiciones de carga y apoyo
que la placa laminada en estudio. Dyon es la rigidez de la
placa monolitica y la rigidez de la placa laminada D(t, T); 5,
se obtiene mediante la expresién:

Dmon

Dram (t, T) (12)

wr (%, Y. t, T) = wmon (X, y) * (

Ypi

ypa?
gpi(t.T)

D(t, T) oy =Dr1i | 1+

1+

(13)

Donde las expresiones de los parametros Dy, Yp; gp; Se indi-
can en la tabla 3.

El coeficiente yp depende de la geometria de la placa y
de sus condiciones de apoyo. Los valores mas comunes del
coeficiente yp estdn tabulados en [5].

Aligual que en el caso de vigas, la ecuacién (13) se deduce
considerando que la forma de las deformadas de las vigas
laminada y monolitica son iguales [3-5].

Aplicacién a placa de vidrio laminado

Las ecuaciones anteriores se aplicaron para predecir la flecha
de una placa de dimensionesa = 1,4 m,b = 1 m, espesores de
H,1=7,87 mm,t=0,71 mmyH, =7,80 mmy apoyada en las
cuatro esquinas. Los célculos se realizaron a una temperatura
de T = 21, 5°Cy aplicando a la placa una carga uniformemente
repartida de valor q = 914, 2N/m?.
La relacién de rigideces DB\MT(EET) para la placa estudiada
se muestra en la figura 11 junto a los resultados que se

Numérico T = 25 °C}
Numérico T = 30 °C}
Numérico T = 35 °C

— = —EC(1T=25°C
— = —EC(7)T=30"C
—~ —EC(7)T=35°C

3 4
Tiempo [s]

Figura 9 - Desplazamiento numérico y prediccion analitica para la viga de vidrio laminada con H; = 3,05 mm,
t=0,77 mm, H, = 3,12 mm a las temperaturas T=25, 30 y 35°C.
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Figura 10 - Errores entre los desplazamientos obtenidos mediante la simulacién numérica y la prediccién analitica
mediante la ecuacion (7).

Tabla 3 - Ecuaciones para el cdlculo de placas rectangulares formadas por 2 y 3 capas de vidrio

PLACAS
Numero de capas (i) 2 capas de vidrio 3 capas de vidrio
Hi, H12=t1+(@) H12=t1+(@)
Hps = H23=tz+(%)=d2*d3
}:Hi3 }5Hi3
; D= 12(1-42) Di = 12(1-1:2)
D Dry =D +D a £ Drs =Dy +Dz + D3 = o—-E (H} + H} + H3)
i T2 =D1+D2 = 5rm oy T nasa) =TT R ES T a2 V1T 2T
HyH HyHyp +Hs (Hyp +H*3)
dy di = le:{l}i:? d = ——gomm
dy dy = —H;H}é dy =d; —Hp
ds . dz = dy — (H12 + H23)
i1 12D;d?
12H2_ HqH, Z3 H2
Ypi Yp = — 1 - Yp3 = 5 i
(H%-H-xg) (Hq+Hy) T3
2 2 2 2
Ge(t.T)(1-42) H%?+Htﬁ a2 Gy(tT) H%MH% a2
Ipi g2 (. T) = Ge(tT) (Hy+Hp)a? gp3 (t. T) = 2 2 _ g 2

' E/(1-u?) Mot [[E(H]]ld§+H2d§+H3d§ "p3PT3
obtendrian para otras temperaturas. De las predicciones se Los desplazamientos en el centro de la placa se midieron
observa que el efecto de la temperatura no modifica el valor mediante un sensor laser de desplazamiento conectado a un
maximo alcanzado, sino el tiempo que tarda en alcanzarse  sistema de adquisicién de datos NI CompactDAQ y controlado
este. mediante el software labVIEW.

Las predicciones analiticas se validaron experimental- El desplazamiento predicho en el punto medio de la placa
mente mediante un ensayo estatico [26] realizado apoyando junto con el obtenido experimentalmente se muestra en la
la placa sobre cuatro bolas de madera de 5cm de didmetro y figura 12. Se puede observar que en este caso la ecuacién
cargando la placa con una carga de q = 914, 2N/m?. La tem- (12) predice el desplazamiento con un error menor al 5%.
peratura se mantuvo aproximadamente constante durante el ~ Nuevamente, la flecha predicha analiticamente es mayor a la

transcurso del ensayo con un valor de T = 21, 5°C. obtenida experimentalmente.
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Figura 11 - Efecto de la temperatura en la relacién DD%
Lam(t.T)
para la placa con espesores H; =7,87 mm,t=0,71 mmy

H; =7,80 mm.
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Figura 12 - Desplazamiento del punto central para la placa
con espesores Hy =7,87 mm,t=0,71 mmyH,; =7,80 mm
aT=21,5°C.

Conclusiones

En el calculo numérico en elementos de vidrio laminado se
necesitan mallas muy densas porque el espesor de las capas
de vidrio y sobre todo el de las capas poliméricas, es mucho
mas pequeno que las otras dimensiones del elemento. Por
otro lado, el comportamiento de los materiales poliméricos
es viscoelastico y el calculo debe ser cuasi-estético. Por estas
razones, el cdlculo de estos elementos es de un gran coste
computacional.

En este trabajo se propone una metodologia rapida y sen-
cilla para el célculo de desplazamientos en vigas y placas
rectangulares de vidrio laminado, basada en el concepto de
la rigidez secante [3,4], que puede ser muy util en la fase
de pre-dimensionamiento. El método necesita como datos de
partida la rigidez efectiva del elemento laminado, que puede
calcularse con las expresiones incluidas en este articulo, y

los desplazamientos de un modelo monolitico elastico-lineal
(analitico o numérico), que tiene que tener las mismas dimen-
siones, las mismas condiciones de contorno y estar sometido
a la misma carga que el laminado. En las tablas 2 y 3 se mues-
tran las expresiones de todos los parametros que se necesitan
para el célculo de desplazamientos y vigas y placas de vidrio
laminado con 2 o 3 capas de vidrio, utilizando las ecuaciones
(7) y (12). Ademas, con el objeto de ilustrar la aplicacién de la
técnica, se muestran ejemplos de célculo de vigas y placas.

La metodologia que se propone se ha validado mediante
ensayos estaticos realizados en dos vigas simplemente apoya-
das y en una placa de vidrio laminado apoyada en las cuatro
esquinas, sometidas a una carga uniformemente distribuida.
Ademds, para tener en cuenta el efecto de la temperatura se
ensayd una viga con una carga puntual en el centro a dife-
rentes temperaturas. Los resultados obtenidos indican que las
ecuaciones (7) y (12) predicen los desplazamientos en vigas y
placas de vidrio laminado con un error aceptable para célculos
practicos de ingenieria.
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