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Resumo 

Este trabalho propõe uma metodologia alternativa de cálculo fundamentada no Método dos Mínimos Quadrados para a obtenção 

do módulo de elasticidade na flexão em vigas de madeira de dimensões estruturais. As equações desenvolvidas requerem o 

conhecimento de três pontos medidos em deslocamentos ao longo da peça, permitindo maior confiabilidade sobre a variável 

resposta, utilizando-se do ensaio de flexão estática a quatro pontos. A metodologia aqui proposta foi empregada em conjunto com 

uma simplificada, requerendo a medição de um único valor em deslocamento (ponto médio da viga), objetivando-se comparar os 

resultados entre ambas, sendo utilizada a madeira de Pinus caribaea. Os resultados apontaram equivalência estatística entre os 

modelos empregados, indicando a boa aproximação do modelo simplificado para o cálculo do módulo de elasticidade na flexão 

para as vigas avaliadas. 
© 2013 Sociedade Portuguesa de Materiais (SPM). Publicado por Elsevier España, S.L. Todos os direitos reservados. 
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Abstract 

This paper proposes an alternative method of calculation based on the Least Squares Method to determine the bending modulus of 

elasticity in timber beams. The new equations demand the use of three points of displacements which were measured along the 

element by the four-point static bending test, providing a superior reliability on the response. The results were compared with the 

simplified methodology in order to verify whether there is data equivalence. The experimental tests were conducted by the use of 

Pinus caribaea wood revealing a statistical equivalence between the methods. The simplified methodology was able to determine 

the bending modulus with good approximation. 
© 2013 Sociedade Portuguesa de Materiais (SPM). Published by Elsevier España, S. L. All rights reserved. 
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1. Introdução 

Dentre os principais materiais utilizados na confecção 

de estruturas destaca-se a madeira, por ser um material 

de fonte renovável e de excelente relação 

resistência/densidade, chegando a ser quatro vezes 

superior a do aço [1]. 

O projeto de estruturas de madeira, assim como o de 

outros materiais, requer o conhecimento de algumas 

variáveis, dentre elas, o módulo de elasticidade, obtido 

por intermédio de ensaios experimentais preconizados 

por documentos normativos, podendo ser destrutivos 

ou não. 

Por ser a madeira um material ortotrópico e 

heterogêneo, visando maior confiabilidade, a sua 

caracterização na flexão requer experimentações em 

peças com dimensões estruturais. Neste âmbito, 

apenas documentos normativos internacionais podem 

ser citados, uma vez que a norma Brasileira ABNT 

NBR 7190 [2], que trata da caracterização da madeira, 

contempla apenas a condição de ensaio destrutivo em 

corpos de prova de pequenas dimensões e isentos de 

defeitos. A norma ASTM D 198 [3] preconiza o 

ensaio de flexão estática a quatro pontos (Figura 1) na 

determinação do módulo de elasticidade na flexão 

(EM), expresso pela Equação 1, sendo F a força 

aplicada no limite de proporcionalidade, L o vão livre 

entre apoios, a é distância entre as forças aplicadas, b 

a largura do corpo de prova, h a espessura do corpo de 

prova e δ o deslocamento vertical observado no meio 

do vão. 

 

 

Fig. 1. Flexão estática a quatro pontos [3]. 
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A norma ASTM D3043 [4] emprega o modelo 

estrutural de flexão estática a quatro pontos na 

determinação das propriedades de resistência e rigidez 

em chapas de madeira, indicando para tanto a posição 

de menor inércia da peça (flatwise), assim como 

ilustra a Figura 2. 

 

 

Fig. 2. Flexão estática a quatro pontos [4]. 

 

O módulo de elasticidade calculado pela norma 

ASTM D3043 [4], intitulado aparente (Ea), é obtido 

pela Equação 2. 
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Da equação 2, F50% e F10% são as forças 

correspondentes a 10% e 50% da máxima aplicada ao 

corpo de prova, δ50% e δ10% são os deslocamentos (mm) 

correspondentes a 10% e 50% da força máxima, b e h 

correspondem respectivamente à largura e à altura 

(mm) da seção transversal do corpo de prova, a é a 

distância entre o apoio e o ponto de aplicação da força 

e L o vão entre apoios. 

A norma ASTM D4761 [5] utiliza o ensaio de flexão 

estática a três pontos na obtenção do módulo 

elasticidade aparente (Equação 3) em chapas na 

posição vertical (Figura 3), sendo Iz o momento de 

inércia em relação ao eixo “z”. 

 

 

Fig. 3. Flexão estática a três pontos [6]. 
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Os dois métodos de cálculo proposto pelas normas 

ASTM D3043 [4] e ASTM D4761 [5] podem fornecer 

valores diferentes para o módulo de elasticidade, 

justificados pela intensidade e amplitude dos esforços 
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cortantes, conduzindo a valores aparentes para os 

módulos de elasticidade na flexão, uma vez que o 

modelo de vigas utilizado no desenvolvimento das 

equações não contempla a parcela dos esforços 

cortantes [6]. 

Entretanto, Bodig e Jayne [7] afirmam que quão maior 

for a relação comprimento da viga (L) pela altura da 

seção transversal (h), menor é a contribuição do 

esforço cortante no cálculo dos deslocamentos. Para 

relações L/h iguais ou superiores a 21 esta 

contribuição é praticamente desprezável [8]. 

A norma ASTM D4761 [6], que adota o ensaio de 

flexão a três pontos, preconiza que a relação L/h para 

o ensaio de chapas na posição vertical deve estar 

situada entre 17 e 21. Nestes casos, o módulo de 

elasticidade aparente (Ea) se aproxima do módulo de 

elasticidade na flexão (EM). 

A norma EN 789 [9] preconiza o ensaio de flexão a 

quatro pontos segundo o método da curvatura, 

registrando o deslocamento vertical no meio do vão, 

porém, relativo a outro ponto situado entre os de 

atuação do carregamento, sendo preferível um mais 

afastado possível do meio do vão. A interpretação dos 

resultados é feita a partir do registro da variação da 

curvatura em função das forças aplicadas. Neste caso, 

obtém-se o módulo de elasticidade à flexão baseado 

exclusivamente na deformação por momento fletor. A 

equação 4 expressa o módulo de elasticidade na 

flexão. 
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Da equação 4, F40% e F10% são as forças (kgf) 

correspondentes a 10% e 40% da força máxima 

aplicada ao corpo de prova, δ40% e δ10% são os 

deslocamentos (cm) correspondentes a 10% e 40% da 

força máxima, L1 a distância de referência para 

medição do deslocamento no vão central (cm) e L2 a 

metade do comprimento da zona de cisalhamento (cm). 

Os compósitos estruturais de madeira, tais como os 

painéis colados a partir de lâminas (Laminated Veneer 

Lumber - LVL) e os painéis de partículas laminadas 

(Laminated Strand Lumber - LSL, Oriented Strand 

Lumber - OSL e Parallel Strand Lumber - PSL) são 

geralmente caracterizados à flexão pelas premissas de 

cálculo da norma ASTM D5456 [10], que emprega o 

ensaio de flexão estática a três pontos na determinação 

do módulo de elasticidade e resistência a flexão das 

lâminas, devendo ser avaliados para as duas possíveis 

posições, a de menor e maior momento de inércia, de 

acordo com a composição da lâmina na formação da 

peça [11,12]. 

No Brasil, as pesquisas que envolvem a caracterização 

de peças de madeira por intermédio de ensaios 

destrutivos seguem as premissas de métodos e 

cálculos contidos em documentos normativos 

internacionais, podendo-se citar os trabalhos de 

Pigozzo et al. [13], Fiorelli [14], Miotto e Dias [15] 

entre outros. 

Como comentado anteriormente, a caracterização de 

peças de madeira de dimensões estruturais pode 

também ser realizada por intermédio de ensaios não 

destrutivos, que visam à determinação das 

propriedades físicas e mecânicas de um elemento 

estrutural sem a alteração das suas capacidades de uso 

[16]. A vantagem do emprego de ensaios não 

destrutivos consiste na não necessidade da extração de 

corpos de prova, viabilizando o estudo da integridade 

estrutural [17, 18], comumente realizados por meio de 

ensaios como vibração transversal e ultrassom. 

Do exposto, os modelos de cálculo propostos por 

documentos normativos para a determinação do 

módulo de elasticidade na flexão em peças de madeira 

de dimensões estruturais (via ensaios destrutivos) não 

contemplam o uso dos critérios baseados em 

otimização, sendo o módulo de elasticidade obtido 

diretamente da equação da elástica de vigas da 

resistência dos materiais. 

Com relação aos ensaios não destrutivos, ressalta-se a 

necessidade da aquisição de equipamentos 

especializados para a determinação do módulo de 

elasticidade. 

Este trabalho propõe uma metodologia analítica de 

cálculo, fundamentada no Método dos Mínimos 

Quadrados e no ensaio de flexão estática a quatro 

pontos, de forma não destrutiva, para a determinação 

do módulo de elasticidade na flexão em peças de 

madeira serrada de dimensões estruturais. O emprego 

da abordagem analítica é feito para madeiras da 

espécie de Pinus caribaea, sendo os resultados dos 

módulos de elasticidade obtidos comparados com os 

advindos da resistência dos materiais (modelo 

simplificado), permitindo-se verificar as diferenças 

entre ambos. 

 

2. Material e métodos 

Para a determinação do módulo de elasticidade foram 

utilizadas 24 peças de madeira da espécie Pinus 

caribea, de dimensões 5 cm x 9 cm x 160 cm, 

respeitando-se a relação L ≥ 21h [9], desprezando-se 

os efeitos do cisalhamento no cálculo das 

deslocamentos das peças. 
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O ensaio experimental utilizado na determinação do 

módulo de elasticidade é considerado não destrutivo, 

em virtude do maior valor em deslocamento 

encontrado estar limitado à relação L/200, sendo L o 

vão livre entre apoios. Esta é uma medida de pequenos 

deslocamentos definida pela NBR 7190 [2], 

implicando em linearidade física e geométrica para as 

vigas de madeira. 

Os esquemas de ensaio utilizados na determinação do 

módulo de elasticidade na flexão por ambas as 

metodologias de cálculo, com um (simplificada) e com 

três relógios comparadores são ilustrados nas Figuras 

4A e 4B respectivamente. 

 

 
Fig. 4. Flexão estática a quatro pontos: (A) um relógio comparador, 
(B) três relógios comparadores. 

 

O emprego da metodologia aqui proposta requer o 

conhecimento do valor dos deslocamentos analíticos 

da peça nas posições dos três relógios comparadores 

(R1, R2, R3). Estes por sua vez foram obtidos do 

emprego do Método das Forças Virtuais (MFV) ao 

esquema estrutural ilustrado na Figura 4B, expressos 

pelas equações 5 e 6. 

 
3

1 3
5

324

F L
V V

E Iz

© ©? ? © ©   (5) 

 
3

2
23

1296

F L
V

E Iz

© ©? © ©    (6) 

 

Pela simetria existente no modelo de ensaio, os 

deslocamentos verticais (Vi) nos relógios 1 e 3 (V1 e V3) 

são iguais. Ressalta-se que o valor do deslocamento 

obtido na equação 6 é equivalente ao do deslocamento 

fornecido pelo modelo matemático de cálculo 

proposto pela norma ASTM D3043 [5] (equação 2), 

diferenciando-se apenas na questão desse último ser 

destrutivo. 

O módulo de elasticidade a ser calculado com as 

informações advindas do modelo de ensaio da Figura 

4 parte da ideia de mínimos quadrados (equação 7), 

objetivando-se determinar o valor do módulo de 

elasticidade para que o resíduo gerado entre os valores 

dos deslocamentos analítico (V) e experimental (δ) 
seja o menor possível. 
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Por ser quadrática, a igualdade da derivada primeira 

da equação 7 a zero conduz ao valor do módulo de 

elasticidade que minimiza o resíduo entre os valores 

dos deslocamentos (equação 8), comprovando-se pelo 

critério da derivada segunda que este é um ponto de 

mínimo e global. 
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A equação 8 (EM,o) aqui apresentada juntamente com a 

equação 6 (E) são empregadas no cálculo dos módulos 

de elasticidade. Para tanto, foi utilizado o intervalo de 

confiança da diferença entre médias, expresso pela 

equação 9, sendo o a média populacional das 

diferenças, mx  a média aritmética amostral das 

diferenças, n o tamanho da amostra, Sm o desvio 

padrão amostral das diferenças e tα/2,n-1 o valor 

tabelado pela distribuição t de Student com n-1 graus 

de liberdade e nível de significância c. 
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3. Resultados 

Os valores dos módulos de elasticidade e EM,o e E 

obtidos para as madeiras de Pinus caribaea são 

apresentados na Tabela 1. 

O intervalo de confiança entre os valores do EM,o e E 

encontrado é -558.98 ≤ μ ≤ 519.90, e como o zero 

pertence ao intervalo, afirma-se que estes são 

estatisticamente equivalentes. 
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Tabela 1. Valores dos módulos de elasticidade EM,o e E para o Pinus 

caribaea. 

Peça E (MPa) EM,o (MPa) Peça E (MPa) EM,o (MPa) 

1 7421 7537 13 7890 8101 

2 8437 8638 14 6512 5786 
3 8315 8627 15 5876 6129 

4 8512 8390 16 7535 7364 

5 7857 8134 17 7649 7471 
6 6501 6347 18 8424 8763 

7 5878 6042 19 6321 6274 

8 7963 8153 20 8368 8570 
9 8990 9202 21 8527 8217 

10 7575 7362 22 7411 7634 

11 8345 8216 23 8520 8397 
12 7329 7494 24 7173 6950 

 

4. Conclusões 

A metodologia analítica de cálculo aqui proposta 

permite determinar o módulo de elasticidade em peças 

de dimensões estruturais com maior confiabilidade 

quando comparada a outras metodologias, por estar 

fundamentada em mínimos quadrados. 

Pela equivalência estatística encontrada entre os 

valores do módulo de elasticidade das madeiras de 

Pinus caribaea por ambas a metodologias de cálculo, 

constata-se que as peças, mesmo podendo ser dotadas 

de alguns defeitos ou imperfeições não visíveis, na 

condição de pequenos deslocamentos (premissa de 

projeto), pouco afetaram no cálculo do módulo de 

elasticidade, implicando neste caso, na boa 

aproximação obtida do modelo de cálculo proposto 

pela norma ASTM D3043 [5] com a adaptação de se 

considerar os ensaios como sendo não destrutivos. 
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